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F O R E W O R D  
T h i s  h a n d b o o k  h a s  b e e n  p r o d u c e d  b y  t h e  S p a c e  S y s t e m s  D i v i s i o n  o f  
t h e  M a r t i n  C o m p a n y  u n d e r  c o n t r a c t  N A S 8 - S 0 3 1  w i t h  t h e  G e o r g e  C .  M a r s h a l l  
S p a c e  F l i g h t  C e n t e r  o f  t h e  N a t i o n a l  A e r o n a u t i c s  a n d  S p a c e  A d m i n i s t r a t i o n .  
T h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k  i s  c o n s i d e r e d  t h e  s e c o n d  i n  a  s e r i e s  o f  
v o l u m e s  b y  v a r i o u s  c o n t r a c t o r s ,  s p o n s o r e d  b y  M S F C ,  t r e a t i n g  t h e  d y n a m i c s  
o f  s p a c e  f l i g h t  i n  a  v a r i e t y  o f  a s p e c t s  o f  i n t e r e s t  t o  t h e  m i s s i o n  
d e s i g n e r  a n d  e v a l u a t o r .  T h e  p r i m a r y  p u r p o s e  o f  t h e s e  b o o k s  i s  t o  s e r v e  
a s  a  b a s i c  t o o l  i n  p r e l i m i n a r y  m i s s i o n  p l a n n i n g .  I n  c o n d e n s e d  f o r m  t h e y  
p r o v i d e  b a c k g r o u n d  d a t a  a n d  m a t e r i a l  c o l l e c t e d  t h r o u g h  s e v e r a l  y e a r s  o f  
i n t e n s i v e  s t u d i e s  i n  e a c h  s p a c e  m i s s i o n  a r e a ,  s u c h  a s  e a r t h  o r b i t a l  
f l i g h t ,  l u n a r  f l i g h t ,  a n d  i n t e r p l a n e t a r y  f l i g h t .  
V o l u m e  I I ,  t h e  p r e s e n t  v o l u m e ,  i s  c o n c e r n e d  w i t h  l u n a r  m i s s i o n s .  
T h e  v o l u m e  c o n s i s t s  o f  t h r e e  p a r t s  p r e s e n t e d  i n  t h r e e  s e p a r a t e  b o o k s .  
T h e  p a r t s  a r e :  
P a r t  1  - B a c k g r o u n d  M a , t e r i a  1  
P a r t  2  - L u n a r  M i s s i o n  P h a s e s  
P a r t  3  - M i s s i o n  P l a n n i n g  
T h e  M a r t i n  C o m p a n y  P r o g r a m  M a n a g e r  f o r  t h i s  p r o j e c t  h a s  b e e n  
J o r g e n  J e n s e n ;  G e o r g e  T o w n s e n d  h a s  b e e n  T e c h n i c a l  D i r e c t o r .  F r e d  
M a r t i k a n  h a s  h a d  t h e  d i r e c t  r e s p o n s i b i l i t y  f o r  t h e  c o o r d i n a t i o n  o f  
t h i s  v o l u m e ;  h e  h a s  s h a r e d  t h e  r e s p o n s i b i l i t y  f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  
m a t e r i a l  w i t h  F r a n k  S a n t o r a .  
A d d i t i o n a l  c o n t r i b u t o r s  w e r e  R o b e r t  S a l i n g e r ,  D o n a l d  K r a f t ,  T h o m a s  
G a r c e a u ,  A n d r e w  J a z w i n s k i  a n d  L l o y d  E m e r y .  T h e  g r a p h i c a l  w o r k  h a s  b e e n  
p r e p a r e d  b y  D i e t e r  K u h n  a n d  E l s i e  M .  S m i t h .  J o h n  M a , g n u s  h a s  a s s i s t e d  i n  
p r e p a r i n g  t h e  h a n d b o o k  f o r  p u b l i c a t i o n .  W i l l i a m  P r a g l u s k i ,  D o n  N o v a k ,  
J a m e s  P o r t e r ,  E d w a r d  M a , r k s o n ,  S i d n e y  R o e d e l ,  W a d e  F o y  a n d  J a m e s  T y l e r  
h a v e  m a d e  h e l p f u l  s u g g e s t i o n s  d u r i n g  t h e  w r i t i n g  o f  t h i s  b o o k .  
T h e  a s s i s t a n c e  g i v e n  b y  t h e  F u t u r e  P r o j e c t s  O f f i c e  a t  M $ F C  a n d  b y  
t h e  M S F C  c o n t r a c t  m a n a g e m e n t  p a n e l ,  d i r e c t e d  b y  C o n r a d  D .  S w a n s o n  i s  
g r a t e f u l l y  a c k n o w l e d g e d .  
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1 .  I N T R O D U C T I O N  
T h e  p r i m a r y  i n t e n t  o f  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d -
b o o k  i s  t o  i n t r o d u c e  t h e  e n g i n e e r  t o  t h e  f l i g h t  
m e c h a n i c s  a s p e c t s  o f  l u n a r  m i s s i o n s .  I n  a d d i t i o n ,  
t h e  h a n d b o o k  m a t e r i a l  i s  d e s i g n e d  t o  e n a b l e  t h e  
u s e r  t o  d e s i g n  a  l u n a r  m i s s i o n  f o r  a n y  d a t e  i n  
t h i s  d e c a d e .  
T o  f u l f i l l  t h i s  d o u b l e  p u r p o s e  w h i l e  p r e s e n t i n g  
n e w  m a t e r i a l  i n  c o m p a c t  f o r m ,  s e v e r a l  g U i d e l i n e s  
w e r e  e s t a b l i s h e d  a n d  f o l l o w e d  i n  t h e  s e l e c t i o n  a n d  
a r r a n g e m e n t  o f  t h e  m a t e r i a l .  
T h e  f o r m a t  s e l e c t e d  f o r  t h e  L u n a r  F l i g h t  
H a n d b o o k  i s  s o m e w h e r e  b e t w e e n  t e x t b o o k s  o f  
c e l e s t i a l  m e c h a n i c s  a n d  o b s e r v a t i o n a l  a s t r o n o m y ,  
a n d  t h e  r e c e n t  l i t e r a t u r e  i n  j o u r n a l s  a n d  r e p o r t s .  
T h e  m a t e r i a l  p r e s e n t e d  i n  t h e  H a n d b o o k  i s  i n -
t e n d e d  t o  p r o v i d e  t h e  l i n k  b e t w e e n  t h e s e  t w o  t y p e s  
o f  p u b l i c a t i o n s  a n d  t o  p r o v i d e  a  f r a m e w o r k  f o r  
t h e  p u b l i s h e d  a r t i c l e s  a n d  r e p o r t s  c o v e r i n g  s p e -
c i a l i z e d  a s p e c t s  o f  l u n a r  f l i g h t .  
T h e  o r d e r  o f  t h e  p r e s e n t a t i o n  p r o g r e s s e s  
f r o m  r e l a t i v e l y  s i m p l e  p h y s i c a l  c o n c e p t s  t o  a  
d e r i v a t i o n ,  o r  t h e  o u t l i n e  o f  t h e  d e r i v a t i o n ,  o f  
m o r e  d e t a i l e d  r e s u l t s  a n d  c o n c e p t s .  M o r e  i m -
p o r t a n t  a n d  u s e f u l  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  a n a l y t i -
c a l l y ,  a n d  i f  p o s s i b l e  g r a p h i c a l l y ,  w h i l e  r e s u l t s  
w h i c h  d e p e n d  o n  t h e  v e h i c l e  c o n f i g u r a t i o n  a n d  
o p e r a t i o n a l  c o n c e p t s ,  s u c h  a s  t h e  u s e  o f  t r a c k -
i n g  a n d  c o m m u n i c a t i o n  e q u i p m e n t ,  h a v e  b e e n  
d e s c r i b e d  i n  n a r r a t i v e  f o r m  o n l y .  A  l a r g e  n u m -
b e r  o f  s k e t c h e s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  t e x t  i n  o r d e r  
t o  p e r m i t  a  q u i c k  g r a s p  a n d  e a s y  v i s u a l i z a t i o n  o f  
t h e  c o n c e p t s  a n d  t e c h n i q u e s  o f  l u n a r  f l i g h t .  
F r e q u e n t  r e f e r e n c e  t o  o u t s i d e  m a t e r i a l  i s  
p r o v i d e d  t o  e n a b l e  t h e  r e a d e r  t o  t r a c e  n u m e r i c a l  
v a l u e s  t o  t h e i r  s o u r c e  a n d  f i n d  r e f e r e n c e s  
t o  f u r t h e r  m a t e r i a l .  F r e q u e n t  r e f e r e n c e  i s  m a d e  
t o  m a t e r i a l  i n  t h e  O r b i t a l  F l i g h t  H a n d b o o k ,  t h e  
c o m p a n i o n  v o l u m e  t o  t h i s  H a n d b o o k ,  s i n c e  t h e  
t e c h n i c a l  m a t e r i a l  o v e r l a p s  t o  s o m e  e x t e n t .  I t  
w a s  a t t e m p t e d  t o  k e e p  t h e  t e c h n i c a l  l e v e l  a n d  n o -
t a t i o n  u n i f o r m  t h r o u g h o u t  t h e  H a n d b o o k .  T h i s  
w a s  n o  s m a l l  t a s k  i f  o n e  c o n S i d e r s  t h a t  a  n u m b e r  
o f  p e o p l e  w e r e  c o n t r i b u t i n g  t o  t h e  H a n d b o o k  d i -
r e c t l y  a n d  m u c h  o u t s i d e  m a t e r i a l  w a s  r e v i e w e d ,  
c h e c k e d  a n d  i n t e g r a t e d  i n t o  t h e  t e x t .  
T h e  t e c h n i c a l  m a t e r i a l  o f  t h e  H a n d b o o k  i s  a r -
r a n g e d  i n t o  t h r e e  g r o u p s :  
( 1 )  B a c k g r o u n d  m a t e r i a l .  T h i s  g r o u p ,  c o n -
s i s t i n g  o f  C h a p t e r s  I I ,  I I I  a n d  I V ,  g i v e s  
t h e  r e s u l t s  o f  a s t r o n o m y ,  d e s c r i b e s  
t h e  g e o m e t r y ,  t h e  e n v i r o n m e n t ,  t h e  
f o r c e  m o d e l s  f o r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a -
t i o n ,  a n d  c l a s s i f i e s  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  
a n d  m i s s i o n s .  I n  a d d i t i o n ,  s i n c e  a l l  
m a t e r i a l  i n  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k  
i s  i n  t h e  m e t r i c  s y s t e m  o f  u n i t s ,  c o n -
v e r s i o n s  t o  t h e  c o m m o n l y  u s e d  E n g l i s h  
s y s t e m  o f  u n i t s  i s  g i v e n .  
( 2 )  L u n a r  m i s s i o n  p h a s e s .  T h i s  g r o u p ,  
c o n s i s t m g  o f  C h a p t e r s  V  t o  X ,  d i s c u s -
s e s  a l l  p o s s i b l e  p h a s e s  o f  l u n a r  f l i g h t  
c h r o n o l o g i c a l l y  f r o m  e a r t h  d e p a r t u r e  
I - I  
t o  r e - e n t r y  i n t o  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e  
u p o n  r e t u r n  f r o m  t h e  m o o n .  O f  s p e c i a l  
i n t e r e s t  i s  t h e  a t t e m p t  t o  c a t a l o g u e  a  
m a j o r  p o r t i o n  o f  c i r c u m l u n a r  a n d  a p -
p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  t o  t h e  m o o n  a n d  
r e t u r n  t r a j e c t o r i e s  t o  a  d e g r e e  o f  a c c u -
r a c y  w h i c h  h a s  n o t  s o  f a r  b e e n  a c h i e v e d  
i n  t h e  p u b l i s h e d  l i t e r a t u r e .  
( 3 )  M i S S i o n  p l a n n i n g .  I n  t h e  f i n a l  t e c h n i c a l  
c h a p t e r  o f  t h e  H a n d b o o k ,  t h e  p r e v i o u s  
m a t e r i a l  i s  a p p l i e d  t o  t h e  d e s i g n  o f  t w o  
s p e c i f i c  l u n a r  m i s s i o n s  t o  i l l u s t r a t e  i t s  
u s e  i n  p r e l i m i n a r y  d e s i g n .  
T h e  s u b j e c t  m a t e r i a l  o f  e a c h  t e c h n i c a l  c h a p t e r  
a n d  s o m e  g e n e r a l  g u i d e l i n e s  f o r  u s e  o f  t h e  d a t a  
p r e s e n t e d  i n  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k  f o l l o w .  
C h a p t e r  I I .  P H Y S I C A L  D A T A  
C h a p t e r  I I  d e s c r i b e s  t h e  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  
s p a c e  v e h i c l e s ,  g i v e s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  b e t w e e n  
t h e  v a r i o u s  s y s t e m s  o f  u n i t s  a n d  d e s c r i b e s  t h e  
l u n a r  e x p l o r a t i o n  p r o g r a m s .  I n  t h e  f i r s t  s e c t i o n ,  
t h e  a s t r o n a u t i c a l  c o n s t a n t s ,  o r  c o n s t a n t s  d e s c r i b -
i n g  t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  s p a c e  v e -
h i c l e  a n d  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  c e l e s t i a l  b o d i e s ,  
h a v e  b e e n  d i s c u s s e d .  T h e  r e c e n t l y  p u b l i s h e d  d a t a  
o n  a s t r o n a u t i c a l  c o n s t a n t s  h a s  b e e n  s u m m a r i z e d ,  
a n d  t h e  b e s t  v a l u e s  o f  t h e s e  c o n s t a n t s ,  t o g e t h e r  
w i t h  a  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  d e t e r m i n e d  w i t h  t h e  
S t u d e n t ' s  t  d i s t r i b u t i o n ,  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  a l l  
t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  i n  t h e  H a n d b o o k .  T h u s ,  
a  s t a n d a r d  a n d  n e a r l y  c o n s i s t e n t  s e t  o f  c o n s t a n t s  
b a s e d  o n  r e c e n t  d a t a  h a s  b e e n  a d o p t e d .  F u t u r e ,  
m o r e  a c c u r a t e  d e t e r m i n a t i o n s  o f  t h e s e  a s t r o -
n a u t i c a l  c o n s t a n t s  w i l l  n o t  c h a n g e  a n y  o f  t h e  
g r a p h i c a l  t r a j e c t o r y  d a t a  S i g n i f i c a n t l y .  T h u s ,  
t h e  H a n d b o o k  w i l l  r e t a i n  i t s  v a l u e  f o r  p r e l i m i n a r y  
d e s i g n  p u r p o s e s .  
T h e  a t m o s p h e r i c ,  m e t e o r i t i c ,  r a d i a t i v e  a n d  
t h e r m a l  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a n d  t h e  
e f f e c t  o f  t h i s  e n v i r o n m e n t  o n  t h e  v e h i c l e  a n d  i t s  
o c c u p a n t s  a r e  t h e n  d i s c u s s e d .  T h e  d a t a  o n  t h e  
n e a r - e a r t h  e n v i r o n m e n t  a n d  e a r t h - m o o n  s p a c e  
e n v i r o n m e n t  h a s  b e e n  c l a s s i f i e d  a n d  s u m m a r i z e d  
w i t h  f r e q u e n t  r e f e r e n c e  t o  t h e  O r b i t a l  F l i g h t  H a n d -
b o o k  f o r  d e t a i l s ,  w h i l e  t h e  n e a r - m o o n  a n d  l u n a r  
s u r f a c e  e n v i r o n m e n t ,  a s  d e d u c e d  f r o m  o b s e r v a -
t i o n s  a n d  a s  i t  i s  k n o w n  a t  t h e  p r e s e n t ,  h a s  b e e n  
d i s c u s s e d  i n  m u c h  m o r e  d e t a i l .  
S i n c e  h a n d b o o k  d a t a  i s  g i v e n  i n  t h e  a b s o l u t e  
M K S  s y s t e m  o f  u n i t s ,  t h e  v a r i o u s  s y s t e m s  o f  m e -
c h a n i c a l  a n d  t h e r m a l  u n i t s  e m p l o y e d  f o r  t r a j e c -
t o r y  c a l c u l a t i o n s  a s  w e l l  a s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  
b e t w e e n  m e t r i c ,  E n g l i s h  a n d  a s t r o n o m i c a l  s y s -
t e m s  o f  u n i t s  a r e  g i v e n .  M u c h  o f  t h e  d a t a  i s  i n  
t a b u l a r  f o r m ,  b u t  b a S i c  d e f i n i t i o n s  a n d  f u n d a -
m e n t a l  u n i t s  w i t h  c o m m o n  m u l t i p l e s  a n d  s u b m u l -
t i p l e s  h a v e  b e e n  l i s t e d  i n  t h e  t e x t  t o  p r o v i d e  f o r  
c o n v e n i e n t  c o n v e r s i o n s  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  s y s -
t e m s  o f  u n i t s .  
T h e  c h a p t e r  c o n t i n u e s  w i t h  a  r e v i e w  o f  t h e  
c u r r e n t  s t a t u s  o f  t h e  U .  S .  l u n a r  e x p l o r a t i o n  
p : - o g r a m  t o  f a m i l i a r i z e  t h e  r e a d e r  w i t h  t h e  p r o j e c t  
t e r m i n o l o g y  a n d  w i t h  t h e  i m m e n s e  s c o p e  o f  t h e  
l u n a r  e x p l o r a t i o n  t a s k .  A  l i s t  o f  a n n o u n c e d  s p a c e  
v e h i c l e  l a u n c h e s  w i t h  l u n a r  m i s s i o n s ,  t h e i r  t r a -
j e c t o r i e s ,  r e s u l t s  a n d  a t t e m p t e d  e x p e r i m e n t s  
c o m p l e t e s  t h e  m a t e r i a l  o f  C h a p t e r  I I .  
C h a p t e r  I I I .  T H E  E A R T H - M O O N  S Y S T E M  
C h a p t e r  I I I  p r o v i d e s  s o m e  a s t r o n o m i c a l  b a c k -
g r o u n d  f o r  l u n a r  f l i g h t .  T h e  v a r i o u s  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  c e n t e r e d  a t  t h e  e a r t h  o r  t h e  m o o n  a n d  
u s e d  f o r  d e s c r i b i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  s p a c e  v e h i c l e s  
a r e  i n t r o d u c e d ,  a n d  t r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  t h e  
v a r i o u s  m o o n - c e n t e r e d  a n d  t r a j e c t o r y  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  a r e  g i v e n .  A  l i s t  o f  a v a i l a b l e  l u n a r  m a p s  
i s  a l s o  i n c l u d e d .  
T h e  m o t i o n  o f  a  s p a c e  v e h i c l e  i n  e a r t h - m o o n  
s p a c e  a s  i n t e r p r e t e d  i n  t h e  t h r e e - b o d y  a n d  r e -
s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m s  o f  a s t r o n o m y  i s  d i s -
c u s s e d .  C o n c l u s i o n s  t h a t  c a n  b e  d r a w n  f r o m  t h e s e  
a s t r o n o m i c a l  r e s u l t s  i n  t h e i r  a p p l i c a t i o n  t o  b a l l i s -
t i c  s p a c e - v e h i c l e  t r a j e c t o r i e s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  
h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  s o m e  d e t a i l .  
S i n c e  k n o w l e d g e  o f  l u n a r  p o s i t i o n  a n d  o r i e n t a -
t i o n  i s  a l s o  r e q u i r e d  f o r  l u n a r  f l i g h t ,  b r i e f  d e -
s c r i p t i o n s  o f  D e l a u n a y ' s  H a n s e n ' s  a n d  t h e  H i l l -
B r o w n  l u n a r  t h e o r i e s  a r e  f o l l o w e d  b y  a  l i s t i n g  
o f  t h e  a v a i l a b l e  l u n a r  e p h e m e r i d e s  a n d  b y  a  
m e t h o d  f o r  i n c l u d i n g  l u n a r  l i b r a t i o n s  i n  t r a j e c t o r y  
d i g i t a l  c o m p u t e r  p r o g r a m s .  
C h a p t e r  I V .  T R A J E C T O R I E S  I N  T H E  E A R T H - -
M O O N  S Y S T E M  
T h i s  c h a p t e r  i n t r o d u c e s ,  i n  d e s c r i p t i v e  f o r m ,  
t h e  n o m e n c l a t u r e  a n d  c l a s s i f i c a t i o n  o f  l u n a r  m i s -
s i o n s  a n d  t r a j e c t o r i e s  a s  w e l l  a s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  
o f  t h e  t r a j e c t o r i e s .  T h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
p r o b l e m  p e r m i t s  t h e  u s e  o f  m a n y  t y p e s  o f  b a l l i s t i c  
t r a j e c t o r i e s  f o r  l u n a r  f l i g h t s .  I f  t h r u s t  i s  a v a i l a b l e  
t o  m o d i f y  t h e s e  b a l l i s t i c  t r a j e c t o r i e s  a t  p r e d e t e r -
m i n e d  p o i n t s ,  a  w i d e  v a r i e t y  o f  l u n a r  m i s s i o n s  a r e  
p o s s i b l e .  T h e  m o s t  c o m m o n  m i s s i o n s  h a v e  b e e n  
d e s c r i b e d  a n d  i l l u s t r a t e d  b y  s k e t c h e s  i n  t h e  t e x t .  
T h e  f o r c e  m o d e l s ,  o r  t h e  p h y S i c a l  a s s u m p t i o n s ,  
u n d e r l y i n g  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s ,  h a v e  b e e n  d e -
s c r i b e d  i n  c o n s i d e r a b l e  d e t a i l  i n  o r d e r  t o  s h o w  t h e  
a s s u m p t i o n s  i n v o l v e d  i n  t h e  u s e  o f  p a r t i c u l a r  e q u a -
t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  l u n a r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s .  
T h e  d e s c r i p t i o n  s t a r t s  f r o m  s i m p l e  t w o - b o d y  e q u a -
t i o n s  p e r m i t t i n g  c l o s e d - f o r m  s o l u t i o n s ;  i t  p r o -
g r e s s e s  t h r o u g h  t h e  " p a t c h i n g "  o f  t w o - b o d y  t r a -
j e c t o r i e s  a r o u n d  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  i n  o r d e r  t o  
o b t a i n  a  c o m p l e t e  b a l l i s t i c  l u n a r  t r a j e c t o r y ;  t h e  
r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  f o r c e  m o d e l  i s  d i s c u s s e d  
a s  a  t o o l  t o  d e t e r m i n e  t r a j e c t o r i e s ;  t h e  n - b o d y  
f o r c e  m o d e l  w i t h  e a r t h  o b l a t e n e s s  a n d  l u n a r  t r i -
a x i a l i t y  i s  p r e s e n t e d  i n  d e t a i l ;  a n d  t h e  c h a p t e r  
c o n c l u d e s  w i t h  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  e f f e c t s  o f  n o n -
g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s ,  s u c h  a s  r o c k e t  t h r u s t ,  a t -
m o s p h e r i c  d r a g ,  m e t e o r i t i c  d r a g ,  s o l a r  r a d i a t i o n  
p r e s s u r e ,  e l e c t r o m a g n e t i c  f o r c e s ,  s p e c i a l  a n d  
g e n e r a l  r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s .  I n  m o s t  c a s e s  t h e  
f o r t n .  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  t n . o t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  
o r  d e r i v e d  a n d  t h e  e f f e c t  o f  i n c l u d i n g  t h e  n o n -
g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  i n  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  i s  e v a l u -
I - 2  
a t e d .  T h e  d e s c r i p t i o n  o f  m e t h o d s  f o r  n u m e r i c a l  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e s e  t r a j e c t o r i e s  o n  t h e  d i g i t a l  
c o m p u t e r  r o u n d  o u t  t h i s  s e c t i o n .  
T h e  V o i c e  ( v o l u m e - o f - i n f l u e n c e  c a l c u l a t e d  
e n v e l o p e s )  c o m p u t a t i o n  t e c h n i q u e ,  w h i c h  u s e s  
a  p a t c h e d  c o n i c  f o r c e  m o d e l ,  a n d  t h e  g e o m e t r y  
a n d  n o m e n c l a t u r e  p e c u l i a r  t o  t h e  V o i c e  t e c h -
n i q u e  h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d  i n  t h e  f i n a l  s e c t i o n  
o f  C h a p t e r  I V .  T h i s  s p e c i a l  t r e a t m e n t  i s  n e c e s -
s a r y  s i n c e  t h e  p a r t i c u l a r  t r a j e c t o r y  g e o m e t r y  
e n a b l e s  t h e  e f f i c i e n t  c a t a l o g u i n g  o f  l u n a r  t r a j e c -
t o r i e s  t o  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  s u m m a r y  o f  C h a p -
t e r  V I .  
C h a p t e r  V .  E A R T H  D E P A R T U R E  
T h i s  i s  t h e  f i r s t  c h a p t e r  i n  t h e  c h r o n o l o g i c a l  
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s e p a r a t e  p h a s e s  o f  a  l u n a r  
m i s s i o n .  T h e  f i x e d  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  t e c h -
n i q u e ,  i n  w h i c h  t h e  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  h a s  a  
s p e c i f i e d  i n c l i n a t i o n  t o  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  
a t  i n j e c t i o n ,  t h e  v a r i a b l e  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  
t e c h n i q u e ,  i n  w h i c h  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t r a n s -
l u n a r  t r a j e c t o r y  v a r i e s  w i t h  t h e  t i m e  o f  i n j e c t i o n ,  
a n d  t h e  t r a n s  l u n a r  i n j e c t i o n  i t s e l f  a r e  d i s c u s s e d .  
I t  i s  d e m o n s t r a t e d  h o w  t h e  u s e  o f  p a r k i n g  o r -
b i t s  d u r i n g  e a r t h  d e p a r t u r e  i n c r e a s e s  t h e  p e r i o d  
i n  w h i c h  s p a c e  v e h i c l e  l a u n c h  c a n  t a k e  p l a c e  
( i .  e . ,  t h e  l a u n c h  t o l e r a n c e )  a n d  h e n c e  p r o v i d e s  
a d d i t i o n a l  f l e x i b i l i t y  f o r  t h e  p l a n n i n g  o f  l u n a r  
m i s s i o n s .  D u r i n g  t h e  i n j e c t i o n  p h a s e ,  a b o r t  
r e q u i r e m e n t s ,  o r  t h e  r e q u i r e m e n t s  t o  r e t u r n  t h e  
s p a c e  v e h i c l e  t o  e a r t h  a s  q u i c k l y  a s  p o s s i b l e  i n  
t h e  e v e n t  o f  a  m a l f u n c t i o n ,  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d .  
A b o r t  r e q u i r e m e n t s  a r e  m e n t i o n e d  f o r  e a c h  
p h a s e  o f  l u n a r  f l i g h t  i n  t h e  H a n d b o o k  s i n c e  t h e y  
a r e  i m p o r t a n t  f o r  t h e  s e l e c t i o n  o f  t r a j e c t o r i e s  
a n d  v e h i c l e  h a r d w a r e  f o r  m a n n e d  l u n a r  m i s s i o n s  
a n d  s i n c e  m a n y  p u b l i s h e d  a r t i c l e s  d i s r e g a r d  t h i s  
a s p e c t  o f  l u n a r  m i s s i o n s .  
A l l  g r a p h i c a l  d a t a  f o r  s p e c i f i c  n u m e r i c a l  e x -
a m p l e s  i n  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k  r e f l e c t s  
l a u n c h e s  f r o m  C a p e  C a n a v e r a l ,  F l o r i d a ,  u n d e r  
a p p r o p r i a t e  l a u n c h  a z i m u t h  r e s t r i c t i o n s .  A t  
p r e s e n t ,  N A S A  h a s  a n n o u n c e d  p l a n s  t o  u s e  t h i s  
l a u n c h  s i t e  f o r  l u n a r  f l i g h t s ,  a n d  i n  v i e w  o f  t h e  
l o n g - r a n g e  p l a n n i n g  a n d  e x p e n s e  o f  t h e  l a u n c h  
s u p p o r t  e q u i p m e n t ,  t h e s e  p l a n s  a r e  l i k e l y  t o  b e  
c a r r i e d  o u t .  L a u n c h  f r o m  o t h e r  s i t e s  w i t h  d i f -
f e r e n t  l a u n c h  a z i m u t h  r e s t r i c t i o n s  r e q u i r e s  
a  d i f f e r e n t  s e t  o f  g r a p h s  s i n c e  t r a j e c t o r i e s  h a v e  
a  s t r o n g  d e p e n d e n c e  o n  l a u n c h  s i t e  l o c a t i o n .  
C h a p t e r  V I .  E A R T H - T O - M O O  
O f  s p e c i a l  n o t e  i n  t h i s  c h a p t e r  i s  t h e  c a t a -
l o g u e  o f  a  l a r g e  p o r t i o n  o f  c i r c u m l u n a r  t r a j e c -
t o r i e s  t o  a n  a c c u r a c y  w h i c h  p e r m i t s  t h e  p r e -
l i m i n a r y  s e l e c t i o n  o f  l u n a r  m i s s i o n  p a r a m e t e r s - -
a  l e v e l  o f  a c c u r a c y  w h i c h  i s  u n i q u e  a m o n g  p r e s -
e n t a t i o n s  o f  t h i s  t y p e .  U s e  o f  t h e  V o i c e  p a t c h e d -
c o n i c  t r a j e c t o r y  p r o g r a m ,  u s e  o f  t r a j e c t o r y  
s y m m e t r y  a b o u t  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  a s  w e l l  
a s  a  p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  i t ,  a n d  u s e  o f  t w o  
e q u a t i o n s  f o r  e x t e n d i n g  i n j e c t i o n  p a r a m e t e r s ,  
e n a b l e s  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  a  m a j o r  p o r t i o n  o f  t h e  
c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  l a u n c h e d  f r o m  C a p e  
C a n a v e r a l  i n  o n l y  8 3  f i g u r e s .  T y p i c a l  c o m p a r i -
s o n s  o f  t r a J e c t o n e s  c a l c u l a t e d  b y  u s e  o f  t h e  
V o i c e  t e c h n i q u e ,  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  f o r c e  
m o d e l ,  a n d  t h e  n - b o d y  f o r c e  m o d e l  h a v e  b e e n  
g i v e n  f r e q u e n t l y  t h r o u g h o u t  t h e  H a n d b o o k  i n  o r d e r  
t o  i l l u s t r a t e  t h e  r e m a r k a b l e  a c c u r a c y  a c h i e v a b l e  
w i t h  t h e  V o i c e  t e c h n i q u e .  
N a v i g a t i o n  d u r i n g  l u n a r  m i s s i o n s  h a s  b e e n  
d i s c u s s e d  q u a l i t a t i v e l y  a n d  q u a n t i t a t i v e l y ,  w i t h  
e x a m p l e s  g i v e n  f o r  a  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  n a v i g a -
t i o n  t e c h n i q u e  f o r  p o s i t i o n  d e t e r m i n a t i o n  i n  c i s -
l u n a r  s p a c e .  T r a c k i n g  a n d  c o m m u n i c a t i o n s ,  o n  
t h e  o t h e r  h a n d ,  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  q u a l i t a t i v e l y ,  
s i n c e  t h e  a c t u a l  p r o c e d u r e s  d e p e n d  t o  a  g r e a t  
d e g r e e  o n  t h e  a v a i l a b l e  e q u i p m e n t  a s  w e l l  a s  o n  
t h e  t r a j e c t o r y .  S e v e r a l  t e c h n i q u e s  f o r  d e t e r m i n i n g  
m i d c o u r s e  g u i d a n c e  c o r r e c t i o n s  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  
a n d  s o m e  t y p i c a l  f u e l  r e q u i r e m e n t s  a r e  a l s o  g i v e n .  
A b o r t  r e q u i r e m e n t s  a n d  p o s s i b l e  a b o r t  p r o -
c e d u r e s  d u r i n g  t h e  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  p h a s e  
t o g e t h e r  w i t h  a b o r t  m a n e u v e r  g r a p h s  f o r  a  t y p i c a l  
c i r c u m l u n a r  m i s S i o n  c o n c l u d e  t h e  m a t e r i a l  o f  
C h a p t e r  V I .  
C h a p t e r  V I I .  L U N A R  O R B I T  
A r t i f i c i a l  s a t e l l i t e s  i n  o r b i t s  a r o u n d  t h e  m o o n  
b e h a v e  i n  t h e  s a m e  f a s h i o n  a s  a r t i f i c i a l  s a t e l l i t e s  
i n  e a r t h  o r b i t s .  O n l y  t h e  a s t r o n a u t i c a l  c o n s t a n t s  
a p p e a r i n g  i n  t h e  e q u a t i o n s  a n d  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
p e r t u r b i n g  f o r c e s  o f  t h e  o t h e r  c e l e s t i a l  b o d i e s  
a r e  d i f f e r e n t .  H e n c e ,  s a t e l l i t e  d a t a  m o s t  c o m -
m o n l y  u s e d  i n  p r e l i m i n a r y  d e s i g n  s u c h  a s  p e r i o d ,  
v e l o c i t y ,  l u n a r  o b l a t e n e s s  e f f e c t s  o n  t h e  o r b i t ,  
a s  w e l l  a s  r e c o n n a i s s a n c e  a s p e c t s  o f  l u n a r  o r b i t s ,  
a r e  g i v e n  a n a l y t i c a l l y  a n d  g r a p h i c a l l y ,  a n d  t h e  
r e l a t i v e  m a g n i t u d e  o f  t h e  v a r i o u s  p e r t u r b i n g  e f -
f e c t s  i s  p r e s e n t e d .  
T h e  e f f e c t  o f  f i n i t e  r o c k e t  b u r n i n g  t i m e  o n  f u e l  
r e q U i r e m e n t s  f o r  e n t r y  t o  a n d  e x i t  f r o m  l u n a r  
o r b i t s  h a s  b e e n  d i s c u s s e d ,  a n d  a  c o m p a r i s o n  w i t h  
V o i c e  t r a j e c t o r y  d a t a  i s  m a d e .  T h i s  s u p p l e m e n t s  
t h e  f u e l  r e q u i r e m e n t s  f o r  o r b i t  e n t r y  a n d  e x i t  
g i v e n  i n  t h e  t r a j e c t o r y  c a t a l o g u e s  o f  C h a p t e r s  V I  
a n d  I X ,  w h i c h  i s  b a s e d  o n  a n  i m p u l s i v e  c h a n g e  o f  
v e l o c i t y  ( i n f i n i t e  t h r u s t - t o - w e i g h t  r a t i o ) .  F i n a l l y ,  
l u n a r  o r b i t  d e t e r m i n a t i o n  s c h e m e s  a r e  d e s c r i b e d  
b r i e f l y .  
C h a p t e r  V I I I .  D E S C E N T  T O  A N D  A S C E N T  F R O M  
T H E  L U N A R  S U R F  A C E  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  v e h i c l e  t r a j e c t o r y  n e a r  
t h e  l u n a r  s u r f a c e  h a s  b e e n  d e s c r i b e d :  t h e  n e e d  
t o  r e d u c e  t h e  l u n a r  a p p r o a c h  v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  f o r  m o s t  l a n d i n g  m i s s i o n s ,  t h e  d e s c e n t  
b u r n i n g  a n d  b a l l i s t i c  f l i g h t  p h a s e s ,  a n y  r e q u i r e d  
h o v e r i n g  o r  t r a n s l a t i o n ,  l a n d i n g  s a f e t y  b o u n d a r i e s  
a n d  a b o r t  d u r i n g  e a c h  d e s c e n t  o r  a s c e n t  p h a s e  
a r e  c o v e r e d .  I n  e a c h  c a s e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o -
t i o n ,  s o m e  m e t h o d s  o f  t r a j e c t o r y  o p t i m i z a t i o n  
a n d  g u i d a n c e  a s  w e l l  a s  t y p i c a l  r e s u l t s  d e s c r i b e  
t h e  t r a j e c t o r y  p h a s e .  
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C h a p t e r  I X .  M O O N - T O - E A R T H  T R A N S F E R  
T h i s  c h a p t e r  g i v e s  a  c a t a l o g u e  o f  t r a j e c t o r i e s  
f r o m  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n  t o  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  e a r t h  i n  9 0  f i g u r e s .  U s e  o f  s y m m e t r y  a n d  
r e i n t e r p r e t a t i o n  o f  m o o n - t o - e a r t h  t r a j e c t o r i e s  
a s  e a r t h - t o - m o o n  t r a j e c t o r i e s  a g a i n  e n a b l e s  a  
S i g n i f i c a n t  e x t e n s i o n  o f  t h e  c a t a l o g u e d  d a t a .  
T h e  c a t a l o g u e s  o f  C h a p t e r s  V I  a n d  I X  t h u s  i n c l u d e  
a  m a j o r  p o r t i o n  o f  f e a s i b l e  c i r c u m l u n a r  a n d  
a p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s .  I m p a c t  a s  w e l l  a s  s p e -
c i a l i z e d  p e r i o d i c  t r a j e c t o r i e s  h a v e  n o t  b e e n  
c a t a l o g u e d  s i n c e  t h e y  m o s t  p r o b a b l y  w i l l  n o t  b e  
u s e d  f o r  l u n a r  e x p l o r a t i o n  i n  t h e  1 9 6 5  t o  1 9 7 0  
t i m e  p e r i o d ;  h o w e v e r ,  t h e y  a r e  d e s c r i b e d  a n d  
c l a s s i f i e d  i n  C h a p t e r  I V .  
M i d c o u r s e  g u i d a n c e  a n d  e n e r g y  r e q u i r e m e n t s  
d u r i n g  t h e  m o o n - t o - e a r t h  t r a n s f e r  p h a s e  h a v e  
b e e n  b r i e f l y  d i s c u s s e d .  T h e  d e s c r i p t i o n  o f  
g u i d a n c e  t e c h n i q u e s ,  n a v i g a t i o n a l  t e c h n i q u e s  
a n d  t r a c k i n g  r e q u i r e m e n t s  o f  C h a p t e r  V I  a p p l i e s  
d i r e c t l y  t o  m o o n - t o - e a r t h  t r a j e c t o r i e s .  
C h a p t e r  X .  E A R T H  R E T U R N  
A  d e s c r i p t i o n  o f  r e - e n t r y  i n t o  t h e  e a r t h ' s  
a t m o s p h e r e  a n d  l a n d i n g  a t  a  s p e c i f i c  s i t e  c o m -
p l e t e s  t h e  c h r o n o l o g i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l u n a r  
m i s s i o n  p h a s e s .  T h e  p r o b l e m  o f  t i m i n g  e a r t h  
r e t u r n  p r o v i d e s  t h e  i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  c h a p t e r  
w h i c h  c o n s i d e r s  t w o  m e t h o d s  f o r  r e - e n t e r i n g  
t h e  a t m o s p h e r e  a n d  l a n d i n g .  
T h e  f i r s t  m e t h o d  c o n s i d e r s  a  d i r e c t  e n t r y  o f  
t h e  s p a c e  v e h i c l e  i n t o  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e  
f r o m  t h e  t r a n s e a r t h  t r a j e c t o r y  a t  s p e e d s  n e a r  
t h e  p a r a b o l i c  s p e e d  f o r  e a r t h  ( o r  e a r t h  e s c a p e  
s p e e d ) .  E q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
r e - e n t r y  t r a j e c t o r i e s ,  m a n e u v e r a b i l i t y  b y  u s e  o f  
a e r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  v a r i o u s  g u i d a n c e  t e c h -
n i q u e s  d u r i n g  t h i s  s u p e r  c i r c u l a r  r e - e n t r y  a r e  
c o n s i d e r e d .  
T h e  s e c o n d  m e t h o d  o f  r e - e n t r y  e m p l o y s  a  
c o m b i n a t i o n  o f  a t m o s p h e r i c  a n d  r o c k e t  o r  p u r e  
r o c k e t  d e c e l e r a t i o n  t o  e s t a b l i s h  a  c i r c u l a r  e a r t h  
s a t e l l i t e  o r b i t  p r i o r  t o  r e - e n t e r i n g  a n d  l a n d i n g  
f r o m  c i r c u l a r  o r b i t a l  s p e e d .  T h e  r e q u i r e m e n t s  
o n  t h e  g u i d a n c e  s y s t e m  a n d  t h e  m a t e r i a l s  a r e  
t h u s  r e d u c e d ,  b u t  a  s i g n i f i c a n t  a m o u n t  o f  f u e l  
i s  r e q u i r e d  f o r  t h e  d e c e l e r a t i o n  a n d  d e o r b i t  
m a n e u v e r s .  
C h a p t e r  X I .  M I S S I O N  P L A N N I N G  
C h a p t e r  X I ,  p r o v i d e s  t h e  l i n k  b e t w e e n  t h e  
b a c k g r o u n d  a n d  t r a j e c t o r y  m a t e r i a l  p r e s e n t e d  
i n  C h a p t e r s  I I  t o  X  a n d  t h e  p l a n n i n g  o f  a  l u n a r  
m i s s i o n  o n  a  s p e c i f i c  d a t e  i n  t h e  p e r i o d  o f  1 9 6 5  
t o  1 9 7 0 .  
T h e  f o l l o w i n g  m a t e r i a l  i s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  
c o n v e r s i o n  f r o m  g e n e r a l i z e d  t r a j e c t o r y  d a t a  t o  
s p e c i f i c  m i s s i r m  d a t e s :  t r a n s f o r m a t i o n s  f r o m  
t h e  V o i c e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  t o  t h e  s e l e n o -
g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  t h e  i l l u m i n a t i o n  o f  
t h e  m o o n  b y  t h e  s u n ,  l u n a r  d e c l i n a t i o n  a n d  
d i s t a n c e  f r o m  t h e  e a r t h ,  a n d  s o m e  u s e f u l  e m -
p i r i c a l  r e l a t i o n s h i p s  f o r  e x t e n d i n g  c a t a l o g u e d  
t r a j e c t o r y  d a t a .  A l s o  i n c l u d e d  a r e  m i s s i o n  p l a n -
n i n g  e n v e l o p e s ,  o r  g r a p h s  w h i c h  g i v e  s e v e r a l  
g e o m e t r i c a l  t r a j e c t o r y  p a r a m e t e r s  a s  a  f u n c t i o n  
o f  m i s s i o n  c o n s t r a i n t s  i n  s u m m a r y  f o r m ,  t h u s  
e n a b l i n g  a  r e a d y  p a t c h i n g  o f  t h e  t r a n s l u n a r ,  l u n a r  
o r b i t ,  a n d  t r a n s e a r t h  t r a j e c t o r i e s  i n t o  a  c o m p l e t e  
a n d  c o n t i n u o u s  t r a j e c t o r y  f o r  t h e  m i s s i o n .  
T h e  u s e  o f  t h e  m a t e r i a l  i n  t h e  H a n d b o o k  a n d  t h e  
p r o c e d u r e  o f  p l a n n i n g  l u n a r  m i s s i o n s  h a s  b e e n  
1 - 4  
i l l u s t r a t e d  b y  t w o  s a m p l e  m i s s i o n s  i n  t h e  f i n a l  
s e c t i o n  o f  t h e  c h a p t e r .  O n e  m i s s i o n  i s  a  m a n n e d  
l u n a r  e x p l o r a t i o n  m i s s i o n  w i t h  a  s t a y  o f  t h r e e  
d a y s  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  w h i l e  t h e  o t h e r  i s  a n  
u n m a n n e d  p h o t o g r a p h i c  r e c o n n a i s s a n c e  m i s s i o n  
o f  t h e  m o o n  l a s t i n g  o n e  m o n t h .  I n  a d d i t i o n  t o  
i l l u s t r a t i n g  t h e  u s e  o f  t h e  H a n d b o o k  m a t e r i a l  f o r  
m i s s i o n  p l a n n i n g ,  t h e s e  m i s s i o n s  a r e  r e p r e s e n t a -
t i v e  o f  t h e  t y p e  o f  l u n a r  m i s s i o n s  p l a n n e d  f o r  t h e  
e n d  o f  t h i s  d e c a d e .  
r -
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C .  S y s t e m s  o f  U n i t s  a n d  C o n v e r s i o n  T a b l e s  
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I I .  P H Y S I C A L  D A T A  
T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  p r e s e n t  b a c k -
g r o u n d  d a t a  f o r  t h e  d i s c u s s i o n  o f  l u n a r  m i s s i o n s  - -
t o  b e  m o r e  s p e c i f i c ,  t h e  a s t r o d y n a m i c a l  c o n s t a n t s  
n e e d e d  f o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  
s p a c e  v e h i c l e  e n v i r o n m e n t ,  a n d  o f  t h e  a b s o l u t e  
M K S  s y s t e m  o f  u n i t s  u s e d  i n  t h e  h a n d b o o k ,  t o -
g e t h e r  w i t h  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  t o  E n g l i s h  u n i t s .  
T h e  a s t r o d y n a m i c a l  c o n s t a n t s  a n d  n e a r  - e a r t h  e n -
v i r o n m e n t  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  i n  t h e  c o m p a n i o n  
v o l u m e  ( C h a p t e r  I I ,  R e f .  I ) ,  a n d  d a t a  f r o m  t h a t  
r e f e r e n c e  i s  g i v e n  i n  s u m m a r y  f o r m  f o r  t h e  c o n -
v e n i e n c e  o f  t h e  u s e r .  A d d i t i o n a l  d a t a  n e e d e d  s p e c i -
f i c a l l y  f o r  l u n a r  m i s s i o n s  h a s  b e e n  i n c l u d e d  i n  
m o r e  d e t a i l  i n  S e c t i o n s  A  a n d  B .  A  l i s t  o f  s p a c e  
v e h i c l e  l a u n c h e s  w i t h  l u n a r  m i s s i o n s ,  t h e i r  o b j e c -
t i v e s ,  a n d  t h e  p r e s e n t  l u n a r  e x p l o r a t i o n  p r o g r a m  
o f  t h e  U n i t e d  S t a t e s  i s  g i v e n  a t  t h e  e n d  o f  t h e  c h a p -
t  e r ,  i n  S e c t i o n  D .  
A .  A S T R O N A U T I C A L  C O N S T A N T S  
T h e  c o n s t a n t s  o f  t h e  s o l a r  s y s t e m  d e t e r m i n e d  
f r o m  a s t r o n o m i c a l  o b s e r v a t i o n s  a r e  a c c u r a t e  
e n o u g h  f o r  t h e  p r e d i c t i o n  o f  t h e  p o s i t i o n s  o f  c e -
l e s t i a l  b o d i e s .  H o w e v e r ,  f o r  a  s u c c e s s f u l  l u n a r  
o r  i n t e r p l a n e t a r y  m i s s i o n ,  b e t t e r  v a l u e s  f o r  t h e  
a s t r o n o m i c a l  u n i t  ( A U ) ,  t h e  d i s t a n c e s ,  d i a m e t e r s ,  
f i g u r e s ,  m a s s e s ,  a n d  o t h e r  d a t a  c o n c e r n i n g  t h e  
e a r t h ,  m o o n ,  s u n ,  a n d  p l a n e t s  a r e  r e q u i r e d .  A s  
t h e s e  v a l u e s  s h o u l d  b e  i n t e r n a l l y  c o n s i s t e n t ,  t h e y  
d e p e n d  o n  t h e  p h y s i c a l  m o d e l  u s e d  f o r  t h e  t r a -
j e c t o r y  c a l c u l a t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  s o m e  i n d i c a t i o n  
o f  t h e  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  v a l u e s  i s  n e c e s s a r y  s i n c e  
t h e s e  c o n s t a n t s  d e f i n e  t h e  b a l l i s t i c  t r a j e c t o r y ,  
a n d  u n c e r t a i n t i e s  i n  t h e  c o n s t a n t s  a r e  r e f l e c t e d  
i n  t r a j e c t o r y  " e r r o r s "  a n d  " m i s s  d i s t a n c e s .  "  
I n  r e c e n t  y e a r s ,  s e v e r a l  a r t i c l e s  o n  a s t r o -
n a u t i c a l  c o n s t a n t s  h a v e  a p p e a r e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  
( R e f s .  2 ,  3 ,  4 ,  5  t o  n a m e  b u t  a  f e w ) .  O f  t h e s e ,  
R e f s .  2  a n d  3  h a v e  a i m e d  a t  a  s t a n d a r d i z a t i o n  o f  
t h e  c o n s t a n t s  f o r  a s t r o n a u t i c a l  c a l c u l a t i o n s  ( a l -
t h o u g h  t h e r e  s e e m  t o  b e  s m a l l  i n c o n s i s t e n c i e s  i n  
t h e  d a t a ,  a n d  n o  i n d i c a t i o n  o f  a  " s t a n d a r d  d e v i a -
t i o n "  o r  o t h e r  ' c o n f i d e n c e  i n t e r v a l "  i s  g i v e n  i n  
t h e  d a t a ) .  R e f e r e n c e  4  i s  r e s t r i c t e d  t o  a  s t a t i s -
t i c a l  a n a l y s i s  o f  g e o c e n t r i c  c o n s t a n t s ,  a n d  t h e  
c o n s t a n t s  i n  R e f .  5 ,  e v e n  t h o u g h  i n t e r n a l l y  c o n -
s i s t e n t ,  a p p e a r e d  t o o  l a t e  f o r  t h e i r  e v a l u a t i o n  
a n d  i n c l u s i o n  i n  t h e  h a n d b o o k .  R e f e r e n c e  5  i s  
r e p r o d u c e d  i n  i t s  e n t i r e t y  a s  A p p e n d i x  B  o f  R e f .  
1 .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  l u n a r  e p h e m -
e r i s  i s  b a s e d  o n  a  d i f f e r e n t  s e t  o f  c o n s t a n t s ,  
w h i c h  i s  g i v e n  i n  t h e  A m e r i c a n  E p h e m e r i s  ( R e f .  
6 ) .  S i n c e  m o r e  a c c u r a t e  v a l u e s  o f  c o n s t a n t s  w i l l  
b e c o m e  a v a i l a b l e  i n  t h e  f u t u r e  f r o m  o b s e r v a t i o n s  
o f  s p a c e  v e h i c l e s .  r a d a r  e c h o e s ,  a n d  b y  o t h e r  
m e a n s ,  m o s t  o f  t h e s e  c o n s t a n t s  w i l l  b e  s u p e r s e d e d  
b y  m o r e  a c c u r a t e  v a l u e s  a n d  s m a l l e r  t o l e r a n c e s .  
I n  a n y  c a s e ,  t h e  b e s t  v a l u e s  a v a i l a b l e  s h o u l d  b e  
u s e d  i n  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s .  
F o r  t h e  t r a j e c t o r i e s  i n  t h i s  h a n d b o o k  a n d  i t s  
c o m p a n i o n  v o l u m e ,  R e f .  1 ,  t h e  r e c e n t l y  p u b l i s h e d  
d a t a  h a s  b e e n  s u m m a r i z e d ,  a n d  t h e  b e s t  v a l u e s  
o f  t h e  c o n s t a n t s  h a v e  b e e n  u s e d .  T h e  p r o c e d u r e  
u s e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  m e a n s  o f  t h e  v a r i o u s  
c o n s t a n t s  i s  a s  f o l l o w s :  
I I - I  
( 1 )  
( 2 )  
( 3 )  
C o l l e c t  a l l  r e c e n t  v a l u e s  o f  a  p a r t i c u l a r  
c o n s t a n t .  
A s s u m e  t h a t  t h e  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  
p a r t i c u l a r  c o n s t a n t  a r e  o f  r o u g h l y  t h e  
s a m e  a c c u r a c y .  
O b t a i n  t h e  m e a n  ( x )  a n d  v a r i a n c e  ( a
2
)  o f  
t h i s  s a m p l e ,  
n  
- 1  ' \  2  
x  =  n  / . . . ;  x i '  a x  
i  =  1  
n  - 1  
n  
2  
a _  
x  
n  
!  ' \  ( x .  
n  / . . . ;  1  
i  =  1  
- 2  2  
- x )  ,  a  
w h e r e  n  i s  t h e  n u m b e r  
o f  v a l u e s  f o r  t h e  c o n s t a n t .  
( 4 )  T h r o w  o u t  a l l  v a l u e s  d e v i a t i n g  f r o m  t h e  
m e a n  b y  m o r e  t h a n  o n e  s t a n d a r d  d e v i a -
t i o n  ( l a ) .  
( 5 )  R e c o m p u t e  t h e  m e a n  a n d  u s e  t h i s  v a l u e  
a s  t h e  " a d j u s t e d  m e a n "  f o r  t h e  c o n s t a n t .  
T h e  " c o n f i d e n c e  i n t e r v a l "  o f  a  c o n s t a n t  i s  
u s e d  h e r e  t o  i n d i c a t e  t h a t  t h e  s a m p l e  i n t e r v a l  
b r a c k e t s  t h e  t r u e  m e a n  o r  a d j u s t e d  m e a n ,  a s  
c o m p u t e d  b y  t h e  p r o c e d u r e  a b o v e ,  s o m e  p r e -
s c r i b e d  p e r c e n t a g e  o f  t h e  t i m e .  F o r  t h e s e  s m a l l  
s a m p l e s ,  t h e  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  h a s  b e e n  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  S t u d e n t ' s  t - d i s t r i b u t i o n .  A s  t h i s  p r o -
c e d u r e  h a s  b e e n  f u l l y  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I I  o f  
R e f .  I ,  n o  f u r t h e r  d e t a i l s  w i l l  b e  g i v e n  h e r e .  
I n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  s e c t i o n ,  t h e  a s t r o -
n a u t i c a l  c o n s t a n t s  a r e  d e f i n e d  ( a n d  d i s c u s s e d ,  
w h e n  n e c e s s a r y ) ,  a n d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  s e c t i o n ,  
t h e i r  v a l u e s  a n d  c o n f i d e n c e  l e v e l s  a s  u s e d  i n  t h e  
h a n d b o o k  a r e  s u m m a r i z e d .  S i n c e ,  i n  t h e  b r o a d e s t  
s e n s e ,  a l l  c e l e s t i a l  b o d i e s  i n f l u e n c e  t h e  t r a j e c t o r y  
t o  s o m e  d e g r e e ,  h e l i o c e n t r i c  a n d  p l a n e t o c e n t r i c  
c o n s t a n t s  w i l l  b e  g i v e n ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  g e o -
c e n t r i c  a n d  s e l e n o c e n t r i c  c o n s t a n t s  w h i c h  a r e  o f  
p r i m a r y  i n t e r e s t  f o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  
1 .  H e l i o c e n t r i c  C o n s t a n t s  
P l a n e t a r y  o b s e r v a t i o n s  a n d  t h e o r i e s  o f  p l a n e -
t a r y  m o t i o n  p e r m i t  p r e c i s e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  
a n g u l a r  p o s i t i o n  o f  t h e  p l a n e t s .  A l t h o u g h  a n g u l a r  
m e a s u r e m e n t s  a r e  q u i t e  a c c u r a t e ,  n o  d i s t a n c e  
s c a l e  i s  r e a d i l y  a v a i l a b l e .  A t t e m p t s  t o  r e s o l v e  
t h i s  p r o b l e m  h a v e  l e d  t o  t h e  c o m p a r i s o n  o f  l a r g e ,  
u n k n o w n  i n t e r p l a n e t a r y  d i s t a n c e s  t o  t h e  l a r g e s t  
o f  t h e  k n o w n  d i s t a n c e s  a v a i l a b l e  t o  m a n ,  t h e  e q u a -
t o r i a l  r a d i u s  R e  o f  t h e  e a r t h .  I n  t h e  p r o c e s s ,  
s o l a r  p a r a l l a x  w a s  d e f i n e d  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  
e a r t h ' s  e q u a t o r i a l  r a d i u s  t o  t h e  m e a n  d i s t a n c e  
t o  t h e  s u n  f r o m  a  f i c t i t i o u s  u n p e r t u r b e d  p l a n e t  
w h o s e  m a s s  a n d  s i d e r e a l  p e r i o d  a r e  t h o s e  u t i -
l i z e d  b y  G a u s s  i n  h i s  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  s o l a r  
g r a v i t a t i o n  c o n s t a n t  ( i .  e . ,  o n e  a s t r o n o m i c a l  u n i t ,  
A U ) .  T h i s  d e f i n i t i o n  r e n d e r s  u n n e c e s s a r y  t h e  
r e v i s i o n s  i n  p l a n e t a r y  t a b l e s  a s  m o r e  a c c u r a t e  
f u n d a m e n t a l  c o n s t a n t s  a r e  m a d e  a v a i l a b l e ,  s i n c e  
t h e  l e n g t h  ( i n  k i l o m e t e r s )  o f  t h e  a s t r o n o m i c a l  
u n i t  c a n  b e  m o d i f i e d .  
1 -
I n  t h e  b r o a d e s t  s e n s e ,  t h e  s o l a r  p a r a l l a x  i s  
t h e  r a t i o  b e t w e e n  t w o  s e t s  o f  u n i t s :  ( l )  t h e  a s t r o -
n o m i c a l  s e t  u t i l i z i n g  t h e  s o l a r  m a s s ,  t h e  a s t r o n o m -
i c a l  u n i t  a n d  t h e  m e a n  s o l a r  d a y  ( w h i c h  h a s  r e -
c e n t l y  b e e n  r e p l a c e d  b y  t h e  e p h e m e r i s  d a y ) ,  a n d  
( 2 )  t h e  l a b o r a t o r y  s e t ,  f o r  w h i c h  t h e  a b s o l u t e  M K S  
s y s t e m  o f  u n i t s  h a s  b e e n  a d o p t e d  i n  t h i s  h a n d b o o k .  
A n o t h e r  i m p o r t a n t  h e l i o c e n t r i c  q u a n t i t y  i s  t h e  
v a l u e  o f  t h e  s o l a r  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t ,  f J . O  =  
G M
O
'  w h e r e  G  i s  t h e  u n i v e r s a l  g r a v i t a t i o n a l  c o n -
s t a n t  a n d  M O  i s  t h e  m a s s  o f  t h e  s u n .  T h i s  c o n -
s t a n t  c a n  b e  d e t e r m i n e d  i n  b o t h  t h e  a s t r o n o m i c a l  
a n d  t h e  l a b o r a t o r y  u n i t s ;  r e s u l t s  f r o m  b o t h  d e -
t e r m i n a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  t h i s  s u b s e c t i o n .  
I n  1 9 3 8  i t  w a s  i n t e r n a t i o n a l l y  a g r e e d  ( l A U  1 9 3 8 )  
t h a t  t o  m a i n t a i n  t h e  G a u s s i a n  v a l u e  o f  t h e  s o l a r  
g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t  o r  G a u s s i a n  c o n s t a n t  K O  2  =  
G M
O  
a s  d e t e r m i n e d  b y  G a u s s  f r o m  K e p l e r ' s  t h i r d  
l a  w  i n  a s t r o n o m i c a l  u n i t s .  
K O  
w h e r e  
f 5
3  
r O e  
= . . b r  M e  
T  +  _ _  
M O  M O  
0 . 0 1 7 ,  2 0 2 ,  0 9 8 ,  
9 5  A U
3
/
2  
s o l a r  
d a y  
r o e  =  1  A U  
T  
M O  
M e  
M O  
=  3 6 5 . 2 5 6 , 3 8 3 , 5  m e a n  s o l a r  d a y s  
=  s o l a r  m a s s  1  
=  r a t i o  o f  e a r t h  a n d  s o l a r  m a s s e s  
=  0 . 0 0 0 , 0 0 2 , 8 1 9  
( 1 )  
T h e  v a l u e  o f  K O  h a s  n i n e  s i g n i f i c a n t  f i g u r e s  b y  
t h i s  d e f i n i t i o n .  
T h e  v a l u e  o f  f J .
O  
=  G M
O  
( a s  K O  2  i s  u s u a l l y  
d e n o t e d  w h e n  m e a s u r e d  i n  l a b o r a t o r y  u n i t s )  c a n  
b e  d e t e r m i n e d  d i r e c t l y  b y  u s e  o f  t h e  b e s t  v a l u e s  
f o r  G  a n d  M O '  T h i s  y i e l d s ,  i f  w e  r e f e r  t o  R e f .  
2 ,  
2 0  [ 3  2 J  
f J .
O  
=  1 . 3 2 5 1  ( 1  ±  0 . 0 0 1 0 )  x  1 0  m  / s e c  
.  1 / 2  
f J .
O  
1 / 2  =  1 . 1 5 1 1  ( 1  ±  0 . 0 0 ( 5 )  x  1 0
1 0  
[ m
3
/ s e c
2
J  
T h e  l a t t e r  v a l u e ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  K O  m e a s -
u r e d  i n  l a b o r a t o r y  u n i t s ,  i s  a c c u r a t e  o n l y  t o  t h e  
t h r e e  s i g n i f i c a n t  f i g u r e s  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  n i n e  
s i g n i f i c a n t  f i g u r e s  o f  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  K O  i n  
a s t r o n o m i c a l  u n i t s .  
I t  i s  t h u s  a d v a n t a g e o u s  t o  c o m p u t e  i n  t h e  a s t r o -
n o m i c a l  s y s t e m  o f  u n i t s ,  c o n v e r t i n g  o n l y  w h e n  
n e c e s s a r y .  T h i s  p r o c e d u r e  a s s u r e s  t h a t  t h e  r e -
s u I t s  w i l l  b e c o m e  m o r e  a c c u r a t e  a s  b e t t e r  v a l u e s  
f o r  t h e  a s t r o n o m i c a l  u n i t  a r e  o b t a i n e d  a n d  p r o -
I I - 2  
d u c e s  a  m u c h  l o w e r  e n d  f i g u r e  e r r o r  d u e  t o  r o u n d -
o f f .  
T h e  s u n ' s  o r b i t  a n d  s u c h  a u x i l i a r y  c o n s t a n t s  
a s  t h e  m e a n  o b l i q u i t y  o f  t h e  e c l i p t i c ,  i t s  r a t e  o f  
r o t a t i o n ,  a n d  l e n g t h s  o f  t h e  v a r i o u s  y e a r s  c a n  b e  
f o u n d  i n  t h e  A m e r i c a n  E p h e m e r i s  ( R e f .  6 ) .  
2 .  P l a n e t o c e n t r i c  C o n s t a n t s  
T h e  m a s s  o f  a  p l a n e t  i s  i t s  m o s t  i m p o r t a n t  
p r o p e r t y  f r o m  t h e  s t a n d p o i n t  o f  t r a j e c t o r y  a n a l y -
s i s ;  o n l y  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  a  p l a n e t  w i l l  i t s  a c t u a l  
s h a p e  i n f l u e n c e  t h e  t r a j e c t o r y  t o  s o m e  d e g r e e .  
F r o m  t h e  m a s s  a n d  i t s  s h a p e ,  s o m e  a u x i l i a r y  
q u a n t i t i e s  s u c h  a s  t h e  r a d i u s  o f  a  s p h e r e  h a v i n g  
t h e  e q u i v a l e n t  v o l u m e  c a n  b e  d e r i v e d .  
P l a n e t a r y  a n d  s o m e  l u n a r  d a t a  i s  s u m m a r i z e d  
i n  t a b u l a r  f o r m  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s u b s e c t i o n .  
T a b l e  1  p r e s e n t s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  p r o p e r t i e s  o f  
t h e  s u n  a n d  p l a n e t s - - t h e i r  m a s s e s  a n d  g r a v i t a -
t i o n a l  c o n s t a n t s  f J .  =  G M  i n  a b s o l u t e  M K S ,  g r a v i -
t a t i o n a l  F P S ,  a n d  a s t r o n o m i c a l  u n i t s .  I n  a d d i t i o n ,  
t h e  r a d i u s  o f  a c t i o n  o f  t h e  p a r t i c u l a r  p l a n e t  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  s u n  i s  g i v e n  i n  t h e  s a m e  u n i t s .  
T h e  r a d i u s  o f  a c t i o n  
M  2 / 5  
r *  =  r  ( - - . . £ )  
O p  M O  
w h e r e  r  =  d i s t a n c e  f r o m  s u n  t o  p l a n e t  
O P  
d e f i n e s  a  s p h e r i c a l  r e g i o n  a r o u n d  t h e  p l a n e t  p  
w h i c h  a p p r o x i m a t e s  t h e  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e  o f  
( 2 )  
t h e  p l a n e t  i n  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  o f  t h e  p l a n e t  
a n d  t h e  s u n .  ( F o r  m o r e  d e t a i l ,  s e e  S u b s e c t i o n  
B - l b  o f  C h a p t e r  I V . )  T h e  m a i n  s i g n i f i c a n c e  o f  
t h e  r a d i u s  o f  a c t i o n  l i e s  i n  i t s  u s e  i n  t h e  " p a t c h -
i n g "  o f  c o n i c  t r a j e c t o r i e s ;  i n s i d e  t h e  s p h e r e  o f  
i n f l u e n c e ,  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  
p l a n e t  m a y  b e  n e g l e c t e d  a s  a  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  
t o  t h e  t r a j e c t o r y ,  w h i l e  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  o f  i n -
f l u e n c e  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  p l a n e t  
m a y  b e  n e g l e c t e d .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  m o o n ,  t h e  
t a b u l a t e d  r a d i u s  o f  a c t i o n  i s  c e n t e r e d  a t  t h e  m o o n  
a n d  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e a r t h ,  w h i l e  i n  
t h e  c a s e  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  i t  i s  c e n t e r e d  
a t  t h e  e a r t h - m o o n  b a r y c e n t e r ,  a n d  t h e  c o m b i n e d  
m a s s e s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  a r e  u s e d  i n  i t s  
d e f i n i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s u n .  T h e  l a s t  t h r e e  
c o l u m n s  o f  T a b l e  1  p r e s e n t  t h e  s i d e r e a l  p e r i o d  o f  
r e v o l u t i o n ,  i t s  m e a n  d i s t a n c e  f r o m  t h e  s u n ,  a n d  
t h e  t r u e  d i s t a n c e  o f  t h e  p l a n e t  f r o m  t h e  e a r t h  o n  
a  g i v e n  d a t e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  s c a l e  o f  p l a n e t a r y  
d i s t a n c e s  a n d  f o r  t y p i c a l  c a l c u l a t i o n s  o f  p l a n e t a r y  
g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n s  n e a r  t h e  e a r t h .  T h e  
d a t a  i s  t a k e n  f r o m  R e f s .  7  a n d  6 ,  r e s p e c t i v e l y .  
T a b l e  2  p r e s e n t s  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  p l a n e t s .  
M o s t  c e l e s t i a l  b o d i e s  a r e  v e r y  n e a r l y  s p h e r i c a l  
i n  s h a p e .  H o w e v e r ,  a n  o b l a t e  e l l i p s o i d  c a n  b e  
a s s u m e d  a s  a  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p l a n e -
t a r y  s h a p e ,  w h i l e ,  f o r  t h e  s h a p e  o f  t h e  m o o n ,  a  
t r i a x i a l  e l l i p s o i d  h a s  b e e n  d e d u c e d  f r o m  o b s e r v a -
t i o n s .  T h e  o b l a t e  e l l i p s o i d  i s  d e f i n e d  b y  i t s  e q u a -
t o r i a l  r a d i u s  R  ,  i t s  p o l a r  r a d i u s  R  ,  o r ,  a l t e r -
e  p  
n a t i v e l y ,  b y  R e  a n d  i t s  f l a t t e n i n g ,  f ,  w i t h  
f  
R  - R  
~
R  
e  
( 3 )  
l  
I  
I  
H 
H 
I 
0J 
-------_._-- ., - ----- --~.-~- --- - .. 
Mass M 
Planet 1024 kg 1024 slugs ~/Mp 
Mercury 0 . 3257 0 . 02232 6,100,000 
±65,OOO 
Venus 4.881 1 0.3345 407 , 000 
± 1300 
Earth 5.9758 0 . 40941 332 , 440 
±50 
Earth-Moon 6.0484 0.4 1444 328,400 
±25 
M 
Moon 0.07345.!, 0.005033Q, M 6) = 81. 35 7 ± O. 010 
<l 
Mars 0 . 6429 0 . 04405 3,090,000 
± 12, 000 
Jupiter 1896.7 129 . 97 1, 047.4 
±O. l 
Saturn 567 . 60 38 . 89 3500 
±1.7 
Uranus 87.132 5 . 970 22,800 
±100 
Ne ptune 101.88 6 . 981 19,500 
±200 
Pluto 5 . 676 0 . 3889 350,000 
±27,000 
Sun 1. 9866 x 106 0 . 13613 x 106 1 . 00000 
Underlined digits are que stionable, 
--. Solar gravitational constant is Gaussian value . 
** Period of revolution is around e arth . 
TABLE 1 
Gravitational P r opertie s 
Gravitational Constant I::! 
10.9 AU3 / solar 
106 km3 /sec 2 10 16 ft3/sec 2 da~ 2 
O. 02 1, 7~ O. 076,~ 0 . 048, 509 
0 . 325,~ I. 149,,?! 0 . 726,987 
0.398 , 60,hl I. 407 , 648 O. 890 , 0~ 
0 . 403 , 444 1. 424,~ 0.900,8il 
0 . 004 , 899 , ! 0 . 01 7, 30~ 0.010,93~ 
0 . 042,8~ 0 . 151, 440 0 . 095,7~ 
126 . 515 446 . 783 282 . 493 
37.8~ 133 . 703 84 . 5~ 
5. 811,9 1 20 . 5~ 12 . 9.?2....i 
6 . 795,75 23.999,0 15 . 1~ 
0.378,596 1.3~ 0 . 845,364 
132,5.!..!. 467,960 295,912 . 208,3 * 
._--------_. 
-------l 
of the Planets 
Sidereal True Distanc e 
Radius of Ac tion r * Period of Mean Distance from Earth (AU) 
106 km 109 ft AU 
Revolution from the Sun to E poch: 
~ the Planet (AU) December 25 . 0 , 1963 
o I ll,?! 0. 36674 O. 000, 74~ 0 . 24 11 0, 387 0.8407 
0 . 616~ 2 . 0241 0 . 004, 126 o 6156 0.724 1. 4076 
0.9248~ 3.03429 0.006 ,1 8.h2, 1. 0000 L 0000 0 
0 . 92933 3 . 04898 0 . 006,21~ 
0 . 066282 0.2 17460 0 . 000,443,! 0 . 0 748 ** 0.0025 
0 . 57763 I. 895 1 O. 003 , 8~ 1. 8822 L 53 2. 3554 
48 . 141 157 . 943 0 . 3 21 ,9~ II. 86 5. 20 4. 7246 
54 . 774 179 . 70 0 . 366 , !!, 29 . 46 9.54 10.487 1 
51. 755 169 . 80 0 . 34~ 84.0 19. 2 17 . 9031 
86 . 952 285 . 28 0 . 58.!2!, 164 . 8 30, I 31. 0049 
35,812 117 . 49 0 . 2~ 247. 7 39.4 32. 5967 
0.983 5 
T a b l e  2  a l s o  p r e s e n t s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  
h a v i n g  t h e  s a m e  v o l u m e  a s  t h e  o b l a t e  e l l i p s o i d ,  
R  
( R e  
2  
R~ 
1 / 3  
( 4 )  
t o  f a c i l i t a t e  K e p l e r i a n  o r b i t  c a l c u l a t i o n s  a n d  t o  
i l l u s t r a t e  t h e  s m a l l  p l a n e t a r y  a s p h e r i c i t i e s .  
T a b l e  3  p r e s e n t s  t h e  c i r c u l a r  v e l o c i t y ,  e s -
c a p e  v e l o c i t y  a n d  g r a v i t y  a t  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
e q u i v a l e n t  s p h e r e  ( c a l l e d  " s e a  l e v e l  " )  i n  m e t r i c ,  
E n g l i s h  a n d  a s t r o n o m i c a l  u n i t s ,  a s  c o m p u t e d  
f r o m  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :  
v  I E  
c i r c u l a r  r R  
v  =  V  
p a r a b o l i c  e s c a p e  
g o  =~ 
R 2  
l i t  
( 5 )  
P r e l i m i n a r y  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  u s e  t h e  
s p h e r i c a l  b o d y  a s s u m p t i o n  ( i .  e .  ,  t h a t  t h e  c e -
l e s t i a l  b o d y  i s  s p h e r i c a l l y  s y m m e t r i c  i n  c o n c e n -
t r i c  l a y e r s )  w i t h  t h e  r a d i u s  R  g i v e n  b y  E q  ( 4 )  a n d  
t h e  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  b y  U  =  H ,  w h e r e  r  i s  
r  
t h e  d i s t a n c e  f r o m  i t s  c e n t e r .  T h e  g r a v i t a t i o n a l  
t
·  .  . .  a u  L  h  t h  
a t t r a c  l O n  1 S  g l v e n  o y  g  = a r  =  - 2 '  w e r e  e  
r  
n e g a t i v e  s i g n  d e n o t e s  a n  a t t r a c t i v e  f o r c e .  O r -
b i t a l  d a t a  f o r  t h e  p l a n e t s  a n d  a u x i l i a r y  q u a n t i t i e s  
c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  R e f .  6 .  S i n c e  t h e  o r b i t s  
o f  p l a n e t s  ( w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  M e r c u r y  a n d  
P l u t o )  a r e  v e r y  n e a r l y  c i r c u l a r  a n d  a r e  n e a r  t h e  
e c l i p t i c  p l a n e ,  a n o t h e r  c o m m o n  a s s u m p t i o n  f o r  
p r e l i m i n a r y  c a l c u l a t i o n s  i s  t h a t  p l a n e t a r y  o r b i t s  
a r e  c i r c u l a r  a n d  i n  t h e  e c l i p t i c .  F u r t h e r  d a t a  o n  
p l a n e t s  a n d  t h e i r  o r b i t s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  s o u r c e s  
o f  t h i s  i n f o r m a t i o n ,  h a s  b e e n  p r e s e n t e d  i n  C h a p -
t e r  I I I  o f  K u i p e r  ( R e f .  8 )  a n d  i n  t h e  r e f e r e n c e s  
l i s t e d  i n  t h e  B i b l i o g r a p h y  o f  b a c k g r o u n d  m a t e r i a l  
o f  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k .  
3 .  G e o c e n t r i c  C o n s t a n t s  
T h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  e a r t h  I  s  s h a p e  b y  a  
r o t a t i n g  o b l a t e  e l l i p s o i d  w h i c h  i n  t h e  i n t e r i o r  i s  
s y m m e t r i c  i n  e l l i p s o i d a l  l a y e r s  i s  q u i t e  g o o d  f o r  
a s c e n t  a n d  d e s c e n t  t r a j e c t o r i e s  a s  w e l l  a s  s h o r t -
t i m e  o r b i t s  a r o u n d  t h e  e a r t h .  T h e  f u r t h e r  a s -
s u m p t i o n  i s  m a d e  t h a t  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  o b l a t e  
e l l i p s o i d  i s  a n  e q u i p o t e n t i a l  s u r f a c e  o f  t h e  g e o -
p o t e n t i a l  w h i c h  c o n s i s t s  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  p o -
t e n t i a l  o f  t h e  e a r t h ,  U
E I l
,  a n d  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  
c e n t r i f u g a l  f o r c e  d u e  t o  t h e  r o t a t i o n ,  i  w E l l  
2  
R < j >  
2  
c o s  
2  
< j > '  ,  w h e r e  w E l l  i s  t h e  r o t a t i o n a l  r a t e  o f  t h e  
e a r t h  a r o u n d  i t s  a x i s ,  R < j >  i s  t h e  l o c a l  r a d i u s  o f  
t h e  e a r t h ,  a n d  < j > '  i s  t h e  g e o c e n t r i c  l a t i t u d e .  
T h e  l o c a l  r a d i u s  o f  t h e  o b l a t e  e l l i p s o i d  R e p  a s  
a  f u n c t i o n  o f  g e o c e n t r i c  l a t i t u d e  i s  g i v e n  b y  
2  2  
R e p  c o s  < j >  I  
R  2  
e  
R  
2  .  2  
+  e p  s m  e p '  
R  2  ( 1  - f ) 2  
e  
I I  - 4  
w h i c h  c a n  b e  e x p r e s s e d  t o  o r d e r  f 2  a s  
R  = R  
< b  e  
[ 1  - f  s i n
2  
< I >  +  ~ f 2  s i n
2  
2 < 1 >J  
= R  
[ 1  - f  s i n
2
< 1 > '  - ~ f 2  s i n
2  
2 < bJ  
( 6 )  
e  
w h e r e  t h e  f l a t t e n i n g  f  i s  d e f i n e d  b y  E q  ( 3 ) ,  R  i s  
e  
t h e  e a r t h , s  e q u a t o r i a l  r a d i u s ,  < b  i s  t h e  g e o d e t i c  
l a t i t u d e  ( a s  g i v e n  o n  m a p s ) ,  a n d  < 1 > '  i s  t h e  g e o -
c e n t r i c  l a t i t u d e .  T h e s e  l a t t e r  t w o  q u a n t i t i e s  a r e  
r e l a t e d  b y  
2  
t a n  < 1 > '  =  ( 1  - f )  t a n  < 1 > .  ( 7 )  
A  c o n s i s t e n t  e x p r e s s i o n  f o r  U
E I l  
i s  g i v e n  b y  
2  
G M
E I l  
[  1  ( R )  2  
U
E I l  
=  r c ; - 1  - 2 " J
2  
r~ ( 3  s i n  < 1 > '  - 1 )  
1  
- [ J
4  
R  4  ~ 
(r~) ( 3 5  s i n
4  
< 1 > '  - 3 0  s i n
2  
< 1 > '  +  3 J  
( 8 )  
w h e r e  r G  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
e a r t h  ( t h e  r a d i u s  i n  t h e  g e o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  
s y s t e m )  G M
E I l  
=  / . I
E B  
i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t  
o f  t h e  e a r t h ,  a n d  J  2  a n d  J  4  a r e  n u m e r i c a l  c o e f -
f i c i e n t s  w h i c h  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  f ,  R
e
,  
/ . I e '  a n d  w e '  E q u a t i o n s  ( 6 )  t h r  o u g h  ( 8 )  c a n  b e  a p -
p l i e d  t o  a n y  o b l a t e  p l a n e t .  
T h e  e a r t h  I S  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l ,  U
E B
'  a t  a  
p o i n t  e x t e r i o r  t o  t h e  e a r t h  m u s t  s a t i s f y  L a p l a c e ' s  
e q u a t i o n .  
2 2 2  
2  a  U
E B  
a  U
E B  
a  U
E I l  
' V  U
E B  
= =  ~ +  ~ +  ~ =  0  
a X
E B  
a Y E B  a Z
E B  
( 9 )  
A  s o l u t i o n  o f  t h i s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  b y  
s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  s u g g e s t s  a n  e x p a n s i o n  o f  
U
E I l  
i n  t e r m s  o f  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  w h i c h  c a n  b e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
f  o n  n  R  n  
UE B  =  ;~ \ . 1  +n~ 1 0 ( r  ~ )  P  n  m  ( s i n  < 1 > ' )  
I C  c o s  m , - +  S  s i n  m,-l~ ( 1 0 )  
L  n , m  n ,  m  j j  
w h e r e  R e  n o w  b e c o m e s  t h e  e a r t h ' s  m e a n  e q u a -
t o r i a l  r a d i u s ,  ' - i s  t h e  l o n g i t u d e  ( c o u n t e d  p o s i t i v e  
t o  t h e  e a s t  t h r o u g h  3 6 0
0
) ,  C  , S  a r e  n u -
n , m  n , m  
m e r i c a l  c o e f f i c i e n t s ,  a n d  P  m  i s  t h e  a s s o c i a t e d  
n  
L e g e n d r e  p o l y n o m i a l ,  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
L e g e n d r e  p o l y n o m i a l  P  n  b y  
P  m  ( x )  =  ( 1  
n  
m  
2  r  d
m  
- x )  - - - m  
d x  
~n (X~ 
( 1 1 )  
TABLE 2 
Geometry of the Planets 
Radius of Sphere of Equivalent Volume) R 
Equatorial Radius) R. Polar R.dius,RI! (R
3
" R 2 R ) 
e p 
Planet (km) (s tat mil (naut mil (ft x 107) 11f (km) (stat mil (naut mil (ftX107) (km) (stat mil (naut mil (ft x 107) 
Mercury 2330 1448 i6 1258 ±S 0. 7644 ~* 2330 1448 ±6 1258 ±5 0.7644 2330 1488 ±6 1258 ±5 0. 7644 
±l0 iO.0032 ±l0 ±0.0032 ±l0 ±0.0032 
Venus 6100 3790 ±30 3290 ±25 2.001 ~ * 6100 3790 ±30 3290 ±25 2.001 6100 3790 ±30 3290 ±25 2.001 
±50 iO . 016 ±50 ±0 . 016 ±50 ±0.016 
Earth 6378.16 3963 . 20 3443 .93 2.09257 -7 298.24 iO . 01 6356 . 77 3949.77 3432 . 38 2.08555 -7 6371.02 3958.77 3440.08 2.09023 -7 
±0.02 iO.03 iO. 02 ±l64x 10 iO.05 iO . 03 ±0.02 ±l64 x 10 iO . 05 iO . 03 iO . 02 ±l64 x 10 
Earth-Moon 
Moon** a 17 38.57 1080. 30 938.75 0. 57040 
iO.07 iO.04 iO. 03 iO.00002 
-
b 1738. 31 1080.14 938 . 61 0.57031 1737.58 1079. 68 938.22 0.57007 1738.16 1080.04 938.53 0.57026 
iO .07 ±0 . 04 iO .03 iO .00002 ±0 . 07 ±0.07 ±0.03 ±0 .00002 ±0.07 ±0.04 ±0 . 03 ±0.00002 
1 
c 17 37 . 58 1079.68 938.22 0.57007 
<:Jl ±0 . 07 ±0.04 iO . 03 iO .00002 
Mars 3415 i5 2122 ±3 1844 i2 1. 1204 75 ±12 3369 i5 2094 ±3 1819 i2 1. 1055 3400 ±5 2113 i3 1836 i2 1. 1155 
iO.0016 ±0. 0016 ±0.0016 
Jupiter 71. 375 44, 350 38,539 23.417 15.2 ±0. 1 66,679 41 , 432 36,004 21. 876 69, 774 43, 356 37,675 22,892 
±50 ±30 i25 ±0 . 016 ±50 ±30 ±25 ±0 .016 i50 ±30 ±25 ±0 . 016 
Saturn 60 , 500 37 , 590 32, 670 19 . 849 10.2 ± ? 54,560 33, 900 29,470 17.990 58,450 36, 320 31 ,560 19.176 
±5 0 ±30 i25 ±0 . 016 ±50 i30 ±25 ±0 . 016 ±50 ±30 ±25 ±0 .016 
Uranus 24,850 15,440 13,420 8.15 3 14* ± ? 23, 070 14,340 12,460 7.571 24, 240 15 , 060 13,090 7.953 
±50 ±30 ±25 ±0 .016 ±50 ±30 ±25 ±0 . 016 ±50 ±30 ±25 ±0.016 
Neptune 25, 000 15,530 13, 500 8. 202 58.5 ± ? 24, 600 15, 260 13, 270 8.062 24,870 15, 450 13, 430 8. 159 
±250 ±l50 ±l30 ±0.080 ±250 ±150 ±l30 iO . 080 ±250 ±l50 ±130 ±0. 080 
Pluto 3000 1860 1620 0.984 3000 1860 1620 0.984 
±500 ±300 ±250 ±0. 16 ±500 ±300 ±250 ±0.16 
Sun 696,500 432,800 376.100 228 . 51 696,500 432,800 376, 100 228.51 
±500 ±300 ±250 i O.16 ±500 ±300 ±250 ±0.16 
*Taken from K. A. Ehricke (Ref. 7) 
""Moon is best presented by triaxial ellipsoid- - a: toward earth 
b: orthogonal to II all and II e" 
c: along axis of rotation. 
L 
l 
TABLE 3 
Planetary Circular and Escape Velocities and Planetary Gravity 
Circular Velocit;):: at Sea Level Escape Veloci~ at Sea Level Gravity at Sea Level 
(A U/solar (A U/solar 
(cm/sec2) (ft/ sec2) (stat mihr2) (AU/solar dai) Planet (km/sec) (rt! sec) (stat mi/hr ) day ) (km/sec) (ft/ sec) (stat mi/hr) da;)::) 
Mercury 3.05361 10. Ol'!..:.i 6.83~ 0 . 00176444 4 . 31846 14.16~ 9.66~ 0.00249530 400.~ 13 . 1303 32.228.9 0. 199801 
Venus 7. 30630 23,9~ 16,34:!..:2 0.00422174 10 . 33266 33, 8~ 23, 1~ 0. 00597043 875.261 28.7159 70,484.5 0.436964 
Earth 7 . 909773 25 , 950. ~ 17, 693. ~ 0 . 00457044 11.18610 36,699.!l. 25,022 . ~ 0.00646357 982.0214 32 . 21855 79,081. 88 0.4902632 
Earth - Moon 
H 
H Moon 1. 678900 5, 508. ~ 3, 755 . ~ 0.000970 10 2 . 374831 7, 789.8 5, 311. ~ 0 . 00137194 162. 169 5. 32049 13, 059 . 38 0.0809608 I 
m Mars 3. 55141 11. 65~ 7 , 94~ 0.00205208 5.02243 16, 47~ 11 . 23~ 0.00290207 370 . 951 12 .1 703 29, 872.5 0.1 85193 
Jupiter 42.5818 139, 704 95 . 2~ 0 . 0246047 60 . 2196 197 .~ 134 . 707 0 . 0347962 2598 . 63 85 . 2569 209. 267 1. 29734 
Saturn 25 . 4511 83 . 5~ 56.9~ 0 . 0147062 35 . 9932 118, 088 80.5~ 0. 0207977 1108 . 26 36 . 3601 89 . 2~ 0.553284 
Uranus 15 . 4841 50,8~ 34 . 6~ 0.00894705 21. 8978 7l . 8~ 48. 984 . 1 0 . 0126530 989.073 32.4499 79.649 . 7 0.493784 
Neptune 16.5308 54.2~ 36 . 9~ 0 . 00955183 23.3780 76,6~ 52,2~ 0.0135083 109~ 36 . 0512 88.489.3 0 . 548584 
Pluto 11.23( ?) 36 . 860 ( ?) 25. 130 ( ? ) O. 00649( ? ) 15 . 89 (?) 52.130 (?) 35.540(? ) O.O0918( ? ) 4209 ( ? ) 138. 1( ?) 338.900( ? ) 2. 101 ( ? ) 
Sun 436 .1 81 1, 43 1.040 975. 709 0 . 252035 616 . 853 2.023.795 1.379 . 860 0.356431 27.3~ 896,~ 2,199,730 13.6371 
Underlined digits are questionable . 
- - -- .. _---. ~--------- --~ 
A  f r e q u e n t  v a r i a n t  o f  t h e  f o r m  ( 1 0 )  i s  
D e  
, .  0 0  n  R  n  
~e )  1  +  L  L  ( r  ~) P n ,  m  ( s i n  e p ' )  .  
G  l  n · 1  m · O  B  s i n  m J \  
n , m  J j  
r
A  
c o s  m X .  +  
L  n , m  
w h e r e  
( 1 2 )  
[
( n  - m ) ! l  1 / 2  m  
P n ,  m  ( x )  =  ( n  +  m ) ! J  P  n  ( x ) .  
A  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 1 0 )  o r  ( 1 1 )  t o  
a x i a l l y  s y m m e t r i c  c a s e s  r e m o v e s  t h e  b o t h e r s o m e  
t i m e  - d e p e n d e n c e  o f  D e  b y  e l i m i n a t i n g  t h e  l o n g i -
t u d e  A . ,  w h i c h  i s  d e f i n e d  o n  t h e  r o t a t i n g  e a r t h .  
T h e  i n c l u s i o n  o f } . .  i n  D E B  r e q u i r e s  a  t r a n s f o r m a -
t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  t o  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e s  b e f o r e  
i t  c a n  b e  u s e d  i n  m o s t  t r a j e c t o r y  p r o g r a m s .  F o r  
t h e  a x i a l l y  s y m m e t r i c  e a r t h ,  D E B  c a n  b e  w r i t t e n  
( i n  e x p r e s s i o n  w h i c h  h o l d s  t o  i n e r t i a l  a s  w e l l  a s  
i n  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s ) ;  
1 - 1 $  
D $  =  r G  
~ - n t  I
n  
(:~y P
n  
( s i n  .' J  
( 1 3 )  
w h e r e  J  =  - C  0 '  S  0  =  O .  E q u a t i o n  ( 8 ) ,  g l V m g  
n  n "  T I ,  
D $  f o r  a n  o b l a t e  e l l i p s o i d a l  e a r t h ,  i s  a  s p e c i a l  
c a s e  o f  E q  ( 1 3 )  r e s t r i c t e d  t o  n  =  2  a n d  n  =  4 .  T h e  
e x p r e s s i o n s  ( 1 0 ) ,  ( 1 2 )  a n d  ( 1 3 )  w e r e  a d o p t e d  a s  
s t a n d a r d  n o t a t i o n  b y  t h e  I A  D  i n  1 9 6 1 .  O t h e r  e x -
p r e s s i o n s  u s e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  f o r  D E l ) '  a s  w e l l  
a s  t h e  e q u i v a l e n t  c o n s t a n t s  i n  t e r m s  o f  J  ,  h a v e  
b e e n  c a t a l o g u e d  i n  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1 .  n  
A n  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  l o c a l  r a d i u s  o f  
t h e  e a r t h ,  R e p '  w h i c h  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  g e n -
e r a l  f o r m s  ( 1 0 )  a n d  ( 1 2 )  o f  D E l ) '  i s  t o o  c o m p l e x  t o  
d e r i v e .  I t  i s  c u s t o m a r y  t o  g i v e  R e p - - d e s c r i b i n g  
t h e  r a d i u s  o f  t h e  g e o i d ,  o r  m e a n  s e a  l e v e l  s u r -
f a c e  o f  t h e  e a r t h  ( w h i c h  i s  a l s o  a n  e q u i p o t e n t i a l  
s u r f a c e  o f  t h e  g e o p o t e n t i a l )  - - i n  g r a p h i c a l  f o r m  
b y  s u p e r i m p o s i n g  t h e  d e v i a t i o n s  o f  t h e  g e o i d  f r o m  
t h e  o b l a t e  e l l i p s o i d  c h a r a c t e r i z e d  b y  R e  a n d  f  o n  
a  w o r l d  m a p .  S i n c e  t h e s e  d e v i a t i o n s  a r e  l e s s  
t h a n  ± 5 0  m e t e r s  a t  a n y  p o i n t  o f  t h e  e a r t h ,  m a n y  
t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  r e t a i n  t h e  s i m p l e  f o r m  
( 6 )  f o r  R e p '  w h i l e  u s i n g  a  f o r m  f o r  D e  w h i c h  i s  
a d e q u a t e  f o r  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r y .  
T h i s  i s  d o n e  w i t h  t h e  k n o w l e d g e  t h a t  R e p  a n d  D E l )  
a r e  n o t  s t r i c t l y  c o n s i s t e n t .  
F r o m  l o n g - t e r m  o b s e r v a t i o n s  o f  e a r t h  s a t e l -
l i t e s ,  t h e  v a l u e s  o f  I
n
,  n  =  2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,  h a v e  b e e n  
d e t e r m i n e d  r e l a t i v e l y  w e l l ,  w h e r e  J  1  =  0  i f  t h e  
c e n t e r  o f  m a s s  a n d  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  c o i n c i d e ,  a n d  t h e  o b l a t e n e s s  c o e f f i c i e n t  
J  2  i s  m u c h  l a r g e r  t h a n  I
n
,  n ' : : :  3 .  V a l u e s  o f  
C  a n d  S  t o g e t h e r  w i t h  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  
m , n  m , n  
h a v e  b e e n  o b t a i n e d  u p  t o  m ,  n  =  8  f r o m  g r a v i t y  
- - - . .  - - . - - -
I I - 7  
m e a s u r e m e n t s  i n  R e f .  4  a n d  e l s e w h e r e .  V a l u e s  
f o r  / - 1 $ '  J
2  
t h r o u g h  J
6
,  R e  a n d  l / f  a r e  g i v e n  i n  
t h e  t a b l e  o f  a d o p t e d  c o n s t a n t s  a t  t h e  e n d  o f  S e c t i o n  
A .  T h e  o b l a t e n e s s  c o e f f i c i e n t  J  2  i s ,  n u m e r i c a l l y ,  
b y  f a r  t h e  l a r g e s t  c o e f f i c i e n t  o f  I
n
•  
T h e  v a l u e  o f  w $  i s  e x t r e m e l y  a c c u r a t e l y  k n o w n  
f r o m  a s t r o n o m i c a l  o b s e r v a t i o n s .  F o r  t h e  h a n d -
b o o k s ,  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  
- 5  
we  =  7 . 2 9 2  1 1 5  1 4 6  x  1 0  r a d /  s e c  
( 1 4 )  
h a s  b e e n  t a k e n ,  w h i c h  i n  t u r n  d e t e r m i n e s  t h e  p e -
r i o d  o f  t h e  e a r t h ' s  r o t a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  f i x e d  
e q u i n o x  o r  t h e  s i d e r e a l  d a y  a t  8 6 1 6 4 . 0 9 8 9  s e c .  
T h e  m e a n  s o l a r  d a y ,  o r  p e r i o d  o f  t h e  e a r t h ' s  r o -
t a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m e a n  s u n ,  i s  2 4  h r ,  o r  
8 6 , 4 0 0  s e c .  
4 .  S e l e n o c e n t r i c  C o n s t a n t s  
S e l e n o c e n t r i c  c o n s t a n t s  c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  
d i v i d e d  i n t o  t w o  c a t e g o r i e s  - - t h o s e  o f  p r i m a r y  i n -
t e r e s t  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  m o o n ' s  m o t i o n ,  a n d  t h o s e  
d e t e r m i n i n g  i t s  s h a p e  a n d  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l .  
I n  t h e  f i r s t  c a t e g o r y ,  t h e  c o n s t a n t s  r a  '  t h e  
l u n a r  d i s t a n c e ,  L ' ,  t h e  l u n a r  i n e q u a l i t y  a s  d e f i n e d  
b y  W .  d e  S i t t e r  ( R e f .  8 )  a n d  t h e  m a s s  r a t i o  
M $  / - I  
~ =  ~ h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I I  o f  
< 1  / - I  a  
R e f .  1 ,  a n d  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  a r e  g i v e n  i n  
t h e  t a b l e  o f  a d o p t e d  c o n s t a n t s  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  
s u b s e c t i o n .  
T h e  m o o n  h a s  b e e n  c a p t u r e d  r o t a t i o n a l l y  b y  
t h e  e a r t h ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  r e l a t i v e l y  s t r o n g  
g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  e a r t h  h a s  a l i g n e d  
t h e  l o n g e s t  a x i s  o f  t h e  m o o n  t o w a r d  t h e  e a r t h  i n  
a n  e f f e c t  s i m i l a r  t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  e a r t h ' s  g r a v -
i t a t i o n a l  t o r q u e  o n  a  d u m b b e l l - s h a p e d  s a t e l l i t e .  
T h i s  h a s  t h e  i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  t h a t  t h e  r o -
t a t i o n a l  r a t e  o f  t h e  m o o n  a b o u t  i t s  a x i s ,  wa  '  
e q u a l s  t h e  s i d e r e a l  m e a n  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  
a r o u n d  t h e  e a r t h .  F o r  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k ,  
t h e  c o n s t a n t  v a l u e  
Wq  =  w $ < I  
- 6  
2 . 6 6 1 6 9 9 4 8 4  x  1 0  r a d / s e c  
( 1 5 )  
h a s  b e e n  a d o p t e d ,  f i x i n g  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s i d e r e a l  
l u n a r  m o n t h  a n d  t h e  s i d e r e a l  p e r i o d  o f  r e v o l u t i o n  
o f  t h e  m o o n  a b o u t  i t s  a x i s  a t  2 7
d  
7
h  
4 3
m  
1 1 .  s 5 5 ,  
o r  2 7 . 3 2 1  6 6 1  4  d a y s .  T h e  e c c e n t r i c i t y  a n d  i n -
c l i n a t i o n  o f  t h e  l u n a r  o r b i t  a s  w e l l  a s  g r a v i t a t i o n a l  
t o r q u e s  o f  t h e  s u n  a n d  o t h e r  p l a n e t s  c a u s e  t h e  
m o o n  t o  p e r f o r m  a  " w o b b l e  m o t i o n "  o r  l i b r a t i o n s  
i n  i t s  o r i e n t a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e a r t h  a t  a  
g i v e n  t i m e  i n  i t s  o r b i t .  T h e s e  l u n a r  l i b r a t i o n s  
a r e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  C h a p t e r  I I I ,  S e c t i o n  C .  
O t h e r  e x a m p l e s  o f  r o t a t i o n a l  c a p t u r e  i n  t h e  s o l a r  
s y s t e m  i n c l u d e  M e r c u r y ,  w h i c h  h a s  b e e n  c a p t u r e d  
b y  t h e  s u n ,  a n d  p o s s i b l y  V e n u s ,  a s  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  r e c e n t  f i n d i n g s  o f  t h e  M a r i n e r  I I  s p a c e  v e h i c l e .  
- / - 1 $  
V a l u e s  o f  r a  ' / - 1- '  a n d  ' " " $ ( [  h a v e  b e e n  d e t e r -
m i n e d  f o r  t h e  n-bo~y p r o b l e m  ( i .  e . ,  t h e  m o t i o n  
o f  t h e  m o o n  u n d e r  t h e  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s u n  a n d  
p l a n e t s ) .  I f  t h e  s i m p l e r  r e s t r i c t e d  t h r e e  - b o d y  
p r o b l e m  i s  u s e d  f o r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  ( s p h e r -
i c a l  e a r t h ,  s p h e r i c a l  m o o n  i n  a  c i r c u l a r  o r b i t  
a r o u n d  t h e  e a r t h ,  m a s s l e s s  s p a c e  v e h i c l e ) ,  t h e n  
t h e  v a l u e  o f  o n e  c o n s t a n t  m u s t  b e  c h a n g e d  f o r  
c o n s i s t e n c y  w i t h  K e p l e r . s  t h i r d  l a w  f o r  t h i s  f o r c e  
m o d e l ,  a s  m e n t i o n e d  i n  S u b s e c t i o n  B - 2  o f  C h a p -
t e r  I V .  I t  i s  c u s t o m a r y  t o  r e t a i n  t h e  v a l u e s  o f  
J . l .
E B
,  J . l . 1 1  a n d  w
E B
( ]  a n d  u s e  a  m e a n  e a r t h  - m o o n  
d i s t a n c e  o f  
r E f l ( [  =  3 8 4 . 7 4 7 . 2  k m  
( 1 6 )  
i n s t e a d  o f  t h e  l u n a r  d i s t a n c e  r ( J  =  3 8 4 ,  4 0 2  k m .  
T h e  d i s t a n c e  r E B ( J  i s  a l s o  c a l l e d  t h e  l u n a r  u n i t  ( L  U )  
a n d  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  a s t r o n o m i c a l  u n i t  ( A  U )  o n  
t h e  p l a n e t a r y  s c a l e  o f  d i s t a n c e s .  T h e  v a l u e  o f  
r E B < f  i s  O .  0 9 %  l a r g e r  t h a n  r l 1 '  b u t  t h e  r e s t r i c t e d  
t h r e e  - b o d y  f o r c e  m o d e l  c o n s t a n t s  c a n n o t  b e  e x -
p e c t e d  t o  m a t c h  o b s e r v e d  q u a n t i t i e s  e x a c t l y ,  a s  
t h e  f o r c e  m o d e l  d o e s n . t  i n c l u d e  a l l  t h e  f o r c e s  
a c t i n g  o n  t h e  m o o n .  
A n o t h e r  i t e m  o f  i n t e r e s t  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  
t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  a r e  t h e  l e n g t h s  o f  t h e  
l u n a r  m o n t h s ,  w h i c h  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  f r o m  
R e f .  6  ( d a t a  i s  f o r  t h e  e p o c h  1 9 0 0 . 0 ) :  
.  d  d  h  m  s  
S y n O d l C  m o n t h  2 9 . 5 3 0 5 8 9  2 9  1 2  4 4  0 2 . 9  
T r o p i c a l  m o n t h  27~321582 
27d07h43m04~7 
S i d e r e a l  m o n t h  27~32 1 661 
27d07h43mll~5 
A n o m a l i s t i c  m o n t h  27~55455 1 
27d 1 3h18m33~2 
D r a c o n i t i c  m o n t h  
27~212220 
27d05h05m35~8 
A n y  v a r i a t i o n  o f  t h e s e  v a l u e s  s i n c e  1 9 0 0  f r o m  
l u n a r  t h e o r y  a n d  a n y  o b s e r v e d  d i f f e r e n c e  c a n  
s a f e l y  b e  n e g l e c t e d  f o r  m o s t  a s t r o n a u t i c a l  c a l -
c u l a t i o n s .  
A c c u r a t e  o r b i t a l  d a t a  f o r  t h e  m o o n ,  w h i c h  i n -
v o l v e s  s e v e r a l  a d d i t i o n a l  c o n s t a n t s ,  c a n  b e  f o u n d  
i n  R e f .  6 .  T h e  l u n a r  t h e o r y  w h i c h  h a s  b e e n  u s e d  
i n  o b t a i n i n g  t h e  d a t a ,  t h e  c o m p a r i s o n  o f  t h e o r y  
w i t h  o b s e r v a t i o n ,  a n d  t h e  v a r i a b l e s  g i v e n  a r e  
d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  S e c t i o n  C  o f  C h a p t e r  I I I .  
S o m e  o r b i t a l  e l e m e n t s  - - i m p o r t a n t  s p h e r i c a l  p o -
s i t i o n  c o o r d i n a t e s  a s  w e l l  a s  t h e  i l l u m i n a t i o n  o f  
t h e  m o o n  b y  t h e  s u n  - - h a v e  b e e n  g i v e n  i n  C h a p -
t e r  X I  u p  t o  t h e  y e a r  1 9 7 0  t o  e n a b l e  t h e  p l a n n i n g  
o f  l u n a r  m i s s i o n s .  
T h e  s e c o n d  c a t e g o r y  o f  c o n s t a n t s  d e a l s  w i t h  
t h e  f i g u r e  o f  t h e  m o o n  a n d  i t s  g r a v i t a t i o n a l  p o -
t e n t i a l .  T h e  a s p h e r i c i t y  o f  t h e  m o o n  c a n  b e  d e -
d u c e d  f r o m  p h o t o g r a p h i c  m e a s u r e m e n t s  a s  w e l l  
a s  f r o m  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  ( t h e  s m a l l  w o b b l e -
m o t i o n  o f  t h e  m o o n  d u e  t o  g r a v i t a t i o n a l  t o r q u e s  
o f  t h e  s u n  a n d  p l a n e t s  o t h e r  t h a n  e a r t h ) ,  a n d  t h e  
d a t a  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  m o o n  m a y  b e s t  b e  r e p r e -
s e n t e d  b y  a  t r i a x i a l  e l l i p s o i d  w i t h  s e m i a x e s  a ,  
b a n d  c .  T h e  c  a x i s  i s  a s s u m e d  t o  c o i n c i d e  w i t h  
t h e  r o t a t i o n a l  a x i s  o f  t h e  m o o n ,  t h e  a  a x i s  i s  d i -
r e c t e d  t o  t h e  m e a n  c e n t e r  p a i n t  o f  t h e  m o o n  ( s e e  
S u b s e c t i o n  A  - 2  o f  C h a p t e r  I I I  f o r  a  d e f i n i t i o n ) ,  
a n d  t h e  b  a x i s  c o m p l e t e s  t h e  r i g h t - h a n d e d  
I I - 8  
_  . .  - - - . " - - - -
C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  T h u s ,  t h e  a ,  b ,  
a n d  c  a x e s  c o i n c i d e  w i t h  t h e  s e l e n o g r a p h i c  x S '  
y  S a n d  z s  a x e s ,  r e s p e c t i v e l y .  D e f i n e  m o m e n t s  
o f  i n e r t i a  o f  t h e  m o o n  l a '  I b  a n d  I c  a b o u t  t h e  a ,  
b ,  a n d  c  a x e s ,  a n d  a s s u m e  t h a t  t h e  m o o n  i s  
s y m m e t r i c  i n  c o n c e n t r i c  e l l i p s o i d a l  s h e l l s .  F r o m  
o b s e r v a t i o n  i t  h a s  b e e n  d e  t e r m  i n e d  t h a t  a >  b >  c .  
C o n s e q u e n t l y ,  I a  <  I b  <  I
c
'  
V e r y  l i t t l e  d a t a  i s  a v a i l a b l e  o n  t h e  l u n a r  s h a p e .  
F o r  t h e  m a n u a l ,  t h e  d a t a  g i v e n  b y  A l e x a n d r o v  
( R e f .  9 ) ,  w h i c h  i s  b a s e d  o n  Y a k o v k i n . s  o b s e r v a -
t i o n s ,  J e f f r e y s  I  c a l c u l a t i o n s ,  a n d  t h e  a s s u m p t i o n s  
g i v e n  i n  t h e  p r e v i o u s  p a r a g r a p h ,  h a s  b e e n  a d o p t e d .  
T h e  l e n g t h s  o f  t h e  l u n a r  s e m i a x e s  d e p e n d  o n  
t h e  r i g i d  - b o d y  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  a n d  h a v e  b e e n  
c a l c u l a t e d  a s :  
F o r c e d  F r e e  
L i b r a t i o n  L i b r a t i o n  
S e m i a x i s  a  ( k m )  
1 7 3 8 . 6 7  ±  0 . 0 7  
1 7 3 8 . 5 7  ±  0 . 0 7  
S e m i a x i s  b  ( k m )  
1 7 3 8 . 2 1  ±  0 . 0 7  1 7 3 8 . 3 1 ± 0 . 0 7  
S e m i a x i s  c  ( k m )  1 7 3 7 . 5 8  ±  0 . 0 7  1 7 3 7 . 5 8 ±  0 . 0 7  
- - -
V a l u e s  f o r  f r e e  l i b r a t i o n ,  a d o p t e d  b y  B a k e r ,  h a v e  
a l s o  b e e n  a d o p t e d  f o r  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k .  
T h e s e  v a l u e s  a r e  b a s e d  o n  t h e  d i m e n s i o n l e s s  m o -
m e n t - o f - i n e r t i a  p a r a m e t e r s :  
I  - I  
c  a  (  
- 1 - - =  0 . 0 0 0 , 6 2 6 , 6  ±  0 . 0 0 0 , 0 0 2 , 7  s t a n d -
b a r d  e r r o r )  
I a  - I b  
- r - =  0 . 0 0 0 , 2 0 4 . 9  ±  0 . 0 0 0 , 0 0 0 , 9  f o r  a  
c  f o r c e d  l i b r a t i o n  
=  0 . 0 0 0 ,  2 0 9 ,  8  ±  0 . 0 0 0 , 0 0 2 ,  2  f o r  a  
f r e e  l i b r a t i o n .  
T h e s e  w e r e  c a l c u l a t e d  b y  J e f f r e y s  ( R e f .  1 0 )  f r o m  
t h e  o b s e r v a t i o n a l  d a t a  o f  Y a k o v k i n .  T h e  m o m e n t s  
o f  i n e r t i a  a r e  g i v e n  b y  
I  
a = A . M  
( b
2  
+  c
2
)  
l b  =  A . M  
( c
2  
+  a
2
)  
( 1 7 )  
I  
c = A . M  
( a
2  
+  b
2
)  
w h e r e  A .  i s  t h e  i n h o m o g e n e i t y  f a c t o r ,  w h i c h  h a s  
t h e  v a l u e  A .  =  0 . 2  f o r  a  c o n s t a n t  d e n s i t y  m o d e l  o f  
t h e  m o o n  a n d  A .  =  0 . 1 9 9  f o r  a  m o d i f i e d  c o m p r e s -
s i o n a l  m o d e l  o f  t h e  m o o n  h a v i n g  a  d e n s i t y  g r a d i e n t  
c a u s e d  b y  t h e  p r e s s u r e  o f  t h e  o u t e r  l a y e r s  o n  t h e  
i n t e r i o r  ( R e f .  9 ) .  F o r  A .  =  0 . 1 9 9  ( e x a c t  v a l u e )  
t h e  m o m e n t s  o f  i n e r t i a  a r e :  
M o m e n t  o f  
F o r c e d  
F r e e  
I n e r t i a  
L i b r a t i o n  
L i b r a t i o n  
I  ( 1 0
3 4
k g _ m
2
)  
a  
8 . 8 2 9 3  ±  0 . 0 0 1 8  
8 . 8 2 9 8  ±  0 . 0 0 1 8  
I  ( 1 0
3 4  
k g _ m
2
)  
b  
8 . 8 3 1 7  ±  0 . 0 0 1 8  8 . 8 3 1 2  ±  0 . 0 0 1 8  
3 4  2  
I Q . ( 1 0  k g  - m  )  
8 . 8 3 4 9  ±  0 . 0 0 1 8  8 . 8 3 4 9  ±  0 . 0 0 1 8  
I  
\  
A g a i n ,  t h e  v a l u e s  f o r  f r e e  l i b r a t i o n  h a v e  b e e n  
a d o p t e d  i n  t h i s  h a n d b o o k .  
T h e  s u r f a c e  o f  t h e  l u n a r  e l l i p s o i d  i s  g i v e n  b y  
2  2  2  
X s  y s  Z s  
~+--:-2+~=1 
a b c  
( 1 8 )  
T h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  t r a n s f o r m e d  t o  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s  R c j >  , - '  t h e  s e l e n o c e n t r i c  r a d i u s  o f  a  
s u r f a c e  p o i n t ,  c j > c r  '  t h e  s e l e n o g r a p h i c  l a t i t u d e ,  
a n d  ' - I [ '  t h e  s e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e  i n  o r d e r  t o  
o b t a i n  a n  e x p r e s s i o n  f o r  R c j > , - .  D e f i n e  t h e  f l a t t e n -
i n g  o f  t h e  l u n a r  e q u a t o r  a s  
a  - b  
f '  =  - a - =  0 . 0 0 0 1 5  ( 1 9 )  
a n d  t h e  f l a t t e n i n g  o f  t h e  l u n a r  p r i m e  m e r i d i a n  a s  
f *  =  a  - c  =  0 . 0 0 0 5 7 .  
a  
( 2 0 )  
T h e  e q u a t i o n  o f  t h e  l u n a r  e l l i p s o i d  b e c o m e s ,  i n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  
2  [  2  
( R ! , - )  .  c o s  c j > q  
2  .  2  
2  c o s  c j >  s m  ' -
c o s  A q  +  ( l  a  
( 1  - f , ) 2  
.  2  J  
s m  c j >  
+  a - I  
( 1 - f * ) 2  -
( 2 1 )  
S i n c e  b o t h  f '  a n d  f *  a r e  v e r y  s m a l l ,  i t  i s  s u f f i c i e n t l y  
a c c u r a t e  t o  s o l v e  f o r  R c j > A  a n d  s u b s e q u e n t l y  e x p a n d  
b y  u s e  o f  t h e  b i n o m i a l  t h e o r e m ,  r e t a i n i n g  o n l y  f i r s t -
o r d e r  t e r m s  i n  f '  a n d  f * .  T h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  
f o r  R  c j > ' - i s  
R < j l A  ( c j > «  '  ' - «  )  
- : :  a  ~ - f '  c o s
2
c j > (  
2  
( 1  - c o s  ' - f  
- f *  s i n
2
c j > u ]  
( 2 2 )  
T h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  l o c a l  r a d i u s  o f  t h e  o b l a t e  
e a r t h - - R c j >  t o  f i r s t  o r d e r - - c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  
E q  ( 2 2 )  i f  f '  - - 0 ,  f *  . . .  f ,  a s  c a n  b e  v e r i f i e d  b y  
c o m p a r i s o n  w i t h  E q  ( 6 ) .  A l t i t u d e  o n  l u n a r  m a p s  
i s  n o t  g i v e n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e l l i p s o i d a l  s u r f a c e ,  
W F i l c l 1 i s  d e f i n e d  t o  f i r s t  o r d e r  b y  E q  ( 2 2 ) ,  a n d  i t  
i s  n o t  g i v e n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s p h e r i c a l  m o o n ,  b u t  
1 t  1 S  g i v e n  w i t h  r e s p e c t  t o  a n  a r b i t r a r y  s p h e r i c a l  
l u n a r  d a t u m  w h i c h  i s  w e l l  b e l o w  t h e  l u n a r  s u r f a c e  
a n d  r e s u l t s  i n  p o s i t i v e  a l t i t u d e s  f o r  a l l  l u n a r  s u r -
f a c e  f e a t u r e s .  
I t  r e m a i n s  t o  o b t a i n  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  l u n a r  
g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  U
a  
c o r r e s p o n d i n g  t o  i t s  
t r i a x i a l l y  e l l i p s o i d a l  s h a p e  a n d  f o r  t h e  m o d i f i e d  
c o m p r e s s i o n a l  l u n a r  m o d e l .  A l e x a n d r o v  ( R e f .  9 )  
a n d  B a k e r ,  M a k e m s o n  ( R e f .  1 0 )  g i v e  t h e  l u n a r  
p o t e n t i a l  i n  t h e  f o l l o w i n g  w i d e l y  u s e d  f o r m :  
{  
2  [ I  - I  
1+~:S) ¥  
0 < : : )  
I . l .  
U ( {  = . i . .  
r s  
+  I e  . - I a  ~ - 3  ~ ) ] }  
I . l . a  {  1  a  2 [  I b  - I  
r S  1  +  2 " ( r s )  I c  a  ( 1  - 3  c o s
2  
i 3 c r )  
+  I c  - I a  ( 1  - 3  s i n
2
c j >  { ) J }  
( 2 3 )  
w h e r e  r  S  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
m o o n  ( t h e  r a d i u s  i n  t h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  
s y s t e m ) ,  y  S a n d  Z s  d e n o t e  c o m p o n e n t s  o f  r  S  i n  
s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  a n d  i 3 r t  i s  t h e  a n g l e  b e -
t w e e n  t h e  y  S  a x i s  a n d  r  S ·  S i n c e  t h e  y  S  a x i s  r o t a t e s  
w i t h  t h e  m o o n ,  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  U l f  i s  i n  a  n o n -
i n e r t i a l  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  t h e  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  X s  y  s  Z s  t o  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  
s y s t e m  X q  y q  z a  i s  g i v e n  i n  S u b s e c t i o n  A  - 2 b  o f  
C h a p t e r  I I I ,  f r o m  w h e r e :  
y  S  =  - s i n  ( A S  +  W q  t )  X u  +  c o s  ( A S  +  W q  t )  y q  
Z s  =  z l f  
( 2 4 )  
w h e r e  ~ i s  a n  a r b i t r a r y  i n i t i a l  p h a s e  a n g l e  b e t w e e n  
t h e  X C [  a n d  X s  a x e s .  T h e  e x p r e s s i o n  f o r  U (  i n  n o n -
r o t a t i n g  l u n a r  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  b e c o m e s ,  a f t e r  
s u b s t i t u t i o n  o f  E q  ( 2 4 )  i n t o  E q  ( 2 3 )  a n d  s o m e  m a t h e -
m a t i c a l  o p e r a t i o n s  
U  =  I . l . a  { I  _  1  (~)2 r I b  - I a  r . .  1  
«  r ( [  2 "  \ . r e I  L~ \  2 "  
2  
3  
+ 2 "  
1  Z a  
+  3  ( 2  - - 2  
2  r q  
2  
y q  
- - 2 )  c o s  2  ( A  S  +  w ( {  t )  
r q  
3  x a  Y  
+  - - - - , J - s i n  2  ( A  +  W  t ) \  
r  S  (~ 
( [  
I c  - I a  ~ z a  2~} 
+ 1-3~ 
I c  r q  
2  
Z q  
- - : r  
r ( [  
( 2 5 )  
w h e r e  r ( [  ; :  r S '  ( T h e  c h a n g e  i n  s u b s c r i p t  h a s  b e e n  
i n t r o d u c e d  i n  o r d e r  t o  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  r a d i u s  
h a s  c o m p o n e n t s  i n  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m .  )  
A n o t h e r  f o r m  o f  t h e  l u n a r  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n -
t i a l  h a s  b e e n  g i v e n  b y  J e f f r e y s  ( R e f .  1 1 ,  p  1 4 0 ) .  
I t  i s  m o r e  u s e f u l  t h a n  t h e  f o r m s  ( 2 3 )  a n d  ( 2 5 )  
b e c a u s e  i t  a l l o w s  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  l u n a r  
p o t e n t i a l  i n  a  f o r m  a n a l o g o u s  t o  E q  ( 1 0 )  f o r  t h e  
e a r t h  f S  p o t e n t i a l ,  w i t h  t h e  p o l a r  f l a t t e n i n g  o f  t h e  
m o o n  d e s c r i b e d  b y  t h e  n u m e r i c a l  c o e f f i c i e n t  
I I - 9  
-----.-~----
I  
I  
J  2  =  - C
2
,  0  a n d  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  e l l i p t i c i t y  
b y  t h e  c o e f f i c i e n t  C
2
,  2 '  T h i s  f o r m  i s  g i v e n  i n  
t h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  a n d ,  w i t h  
a  s l i g h t  c h a n g e  i n  n o t a t i o n  f o r  c o m p a t i b i l i t y  w i t h  
E q  ( 1 0 ) ,  i t  i s :  
I l  {  1  2  [  2  
D q  =  r~ 1  +  2 "  (r~) J
2  
( 1  - 3  s i n  < \ >  a )  
+  3  C
2
,  2  c o s
2  
< \ > ( /  c o s  2  X - Q ] }  ( 2 6 )  
w h e r e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e :  
J
2  
C
2
, 2  
1  
1 - - ( 1 + 1 )  
c  2  a  b  = 2 0 0 x 1 0 - 6  
2  
M«  a  
I b  - I a  
4~ 
«  a  
2 7  x  1 0 -
6  
( 2 7 )  
T h e  s e m i a x i s  u s e d  i n  E q s  ( 2 6 )  a n d  ( 2 7 )  s h o u l d  b e  
t h e  l a r g e s t  s e m i a x i s ,  o r  a ,  i n  o r d e r  t o  e n s u r e  
t h a t  D«  r e p r e s e n t s  t h e  p o t e n t i a l  e x t e r n a l  t o  t h e  
m o o n .  F u r t h e r  f o r m s  o f  t h e  l u n a r  p o t e n t i a l  u s e -
f u l  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  e a r t h ' s  
p e r t u r b a t i o n  o n  a  l u n a r  s a t e l l i t e  o r b i t  a r e  g i v e n  
i n  C h a p t e r  V I I .  
F o r  t h e  c o m p r e s s i o n a l  a n d  c o n s t a n t  d e n s i t y  
l u n a r  m o d e l s ,  t h e  o r i g i n  o f  t h e  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  a t  t h e  m a s s  c e n t e r  o f  t h e  
m o o n ,  s o  t h a t  J  1  =  O .  A s  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  e a r t h ,  
t h e  o b l a t e n e s s  c o e f f i c i e n t  J  2  i s  n u m e r i c a l l y  t h e  
l a r g e s t  f o r  t h e  m o o n ,  w i t h  ( J
2
) a  ' > I }  ( J
2
) E B '  
O b l a t e n e s s  e f f e c t s  o n  l u n a r  s a t e l l i t e  o r b i t s  w i l l  
b e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  C h a p t e r  V I I .  
T h e  v a l u e s  f o r  J  2  a n d  C
2
,  2  g i v e n  i n  E q  ( 2 7 )  
a r e  r a t h e r  c r u d e ,  s o  n o  u n c e r t a i n t i e s  w i l l  b e  g i v e n .  
F o r  c a l c u l a t i o n s  i n  t h e  l u n a r  h a n d b o o k ,  t h e  v a l u e s  
g i v e n  b y  K r a u s e  ( R e f .  5 ) ,  t o g e t h e r  w i t h  h i s  u n -
c e r t a i n t y ,  w i l l  b e  a d o p t e d ,  e v e n  t h o u g h  h i s  v a l u e s  
a r e  s l i g h t l y  i n c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  v a l u e s  f o r  a ,  b ,  
c ,  l a '  I
b
,  I c  a d o p t e d  f o r  t h e  h a n d b o o k .  K r a u s e  
o b t a i n s :  
- 6  - 6  
J
2  
= 2 1 2 . 5 x 1 0  ± 2 . 9 x 1 0  
- 6  - 6  
C
2
, 2  =  1 8 . 8  x  1 0  ±  1 .  3  x  1 0  
( 2 8 )  
5 .  S u m m a r y  o f  A d o p t e d  C o n s t a n t s  
T h e  c o n s t a n t s  n e e d e d  f o r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a -
t i o n s  w h i c h  w e r e  g i v e n  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  s u m -
m a r i z e d  i n  T a b l e  4 .  N o t e  i s  m a d e  o f  t h e  s o u r c e  
o f  e a c h  n u m b e r .  T h e  v a l u e  s  g i v e n ,  t o g e t n e r  w i t n  
t h e  u n c e r t a i n t y  a n d  t h e  c o n f i d e n c e  l e v e l  h a v e  b e e n  
c a l c u l a t e d  b y  T o w n s e n d  ( R e f .  1 2 ) ;  t h e y  r e f l e c t  
o u r  p r e s e n t  k n o w l e d g e  r e g a r d i n g  s u c h  o b s e r v a -
t i o n s  a n d  m e a s u r e m e n t s .  T h e  v a l u e s  h a v e  b e e n  
a d o p t e d  f o r  u n i f o r m i t y  i n  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  
a n d  i n  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  r e s u l t s  f o r  t h e  h a n d b o o k s .  
B e t t e r  v a l u e s ,  w i t h  s m a l l e r  u n c e r t a i n t i e s  a n d  a  
h i g h e r  c o n f i d e n c e  l e v e l  w i l l  a p p e a r  i n  t h e  f u t u r e  
a n d  s h o u l d  b e  u s e d  i n  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  a s  
I I - l O  
s o o n  a s  t h e y  b e c o m e  a v a i l a b l e .  T h e  d a t a  i n  t h e  
h a n d b o o k  w i l l  r e m a i n  v a l i d ,  a s  a n y  a n t i c i p a t e d  
f u t u r e  c h a n g e s  i n  t h e  c o n s t a n t s  w i l l  b e  t o o  s m a l l  
t o  b e  r e f l e c t e d  i n  t h e  g r a p h i c a l  d a t a ,  w h i c h  i s  
f o r  r e l a t i v e l y  s h o r t - t e r m  t r a j e c t o r i e s .  A  s i g n i f i -
c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  v a l u e s  f o r  s e l e n o c e n t r i c  
c o n s t a n t s  i s  e x p e c t e d ,  h o w e v e r ,  a s  s o o n  a s  l o n g -
t e r m  s a t e l l i t e  o r b i t s  a r o u n d  t h e  m o o n  c a n  b e  
e s t a b l i s h e d  a n d  o b s e r v e d .  
B ,  E N V I R O N M E N T A L  D A T A  
S e c t i o n  A  d i s c u s s e d  a n d  s u m m a r i z e d  t h e  a s t r o -
n a u t i c a l  c o n s t a n t s  w h i c h  i n  e f f e c t  d e t e r m i n e  t h e  
g r a  v i t a t i o n a l  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e .  
S e c t i o n  B  g i v e s  s o m e  b a c k g r o u n d  o n  o t h e r  f o r c e s  
a n d  t h e  a t m o s p h e r i c ,  r a d i a t i o n ,  m e t e o r o i d ,  a n d  
t h e r m a l  e n v i r o n m e n t  i n  w h i c h  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
f i n d s  i t s e l f  d u r i n g  l u n a r  m i s s i o n s .  
E n v i r o n m e n t a l  d a t a  m a y  b e  s u b d i v i d e d  i n t o  
( 1 )  d a t a  p e r t a i n i n g  d i r e c t l y  t o  t h e  c e l e s t i a l  b o d y ,  
w h i c h  i n c l u d e s  t h e  n e a r - s a t e l l i t e  e n v i r o n m e n t  o f  
t h i s  b o d y ,  a n d  ( 2 )  d a t a  p e r t a i n i n g  t o  s p a c e  b e t w e e n  
t h e  c e l e s t i a l  b o d i e s ,  s u c h  a s  c i s l u n a r  s p a c e  d a t a ,  
i n t e r p l a n e t a r y ,  i n t e r s t e l l a r  a n d  i n t e r g a l a c t i c  
s p a c e  d a t a .  T h e  d i v i d i n g  l i n e  b e t w e e n  t h e  t w o  
t y p e s  o f  e n v i r o n m e n t  i s  n o t  v e r y  w e l l  d e f i n e d ,  
e s p e c i a l l y  f o r  c e l e s t i a l  b o d i e s  w i t h o u t  a  d e n s e  
g a s e o u s  a t m o s p h e r e ,  b u t  t h e  d e l i n e a t i o n  w i l l  h e l p  
i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  e n v i r o n m e n t a l  d a t a .  
F o r  l u n a r  m i s s i o n s  n e a r  e a r t h ,  c i s l u n a r  s p a c e  
a n d  n e a r - m o o n  e n v i r o n m e n t a l  d a t a  i s  r e q u i r e d .  
A s  n e a r - e a r t h  d a t a  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  e x t e n s i v e l y  
i n  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1 ,  t h i s  e n v i r o n m e n t  w i l l  
o n l y  b e  s u m m a r i z e d  a n d  i t s  a p p l i c a b i l i t y  t o  l u n a r  
f l i g h t  d i s c u s s e d .  N e a r - e a r t h  d a t a  h a s  b e e n  a c -
c u m u l a t e d  r a p i d l y  b y  e a r  t h  s a t e l l i t e s  s o  a  c l e a r e r  
p i c t u r e  o f  t h e  e n v i r o n m e n t  i s  r a p i d l y  b e c o m i n g  
a v a i l a b l e .  M u c h  l e s s  i s  k n o w n  a b o u t  t h e  c i s l u n a r  
e n v i r o n m e n t  ( t h e  r e g i o n  b e y o n d  t h e  e a r t h ' s  a t -
m c . s p h e r e )  a n d  t h e  e f f e c t  o f  i t s  m a g n e t i c  f i e l d ,  
d u e  t o  t h e  s m a l l  n u m b e r  o f  s p a c e  p r o b e s  a n d  t h e  
r e l a t i v e l y  s h o r t  t i m e  t h a t  t h e s e  p r o b e s  a r e  i n  
c i s l u n a r  s p a c e .  T h e  e f f e c t s  o f  r a d i a t i o n  a n d  
m i c r o m e t e o r o i d s  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  q u i t e  
g e n e r a l l y  i n  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1  a n d  a r e  a l s o  
a p p l i c a b l e  t o  c i s l u n a r  s p a c e .  T h e  b U l k  o f  t h e  
d a t a  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  o n  t h e  n e a r - m o o n  e n v i r o n -
m e n t - - t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  i t s  a p p e a r a n c e  a n d  
a p p r o x i m a t e  t h e r m a l  c h a r a c t e r i s t i c s ,  t o g e t h e r  
w i t h  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  t h e  t e n u o u s  l u n a r  a t -
m o s p h e r e .  
M u c h  o f  t h e  e n v i r o n m e n t a l  d a t a  i s  o f  a  q u a l i -
t a t i v e  n a t u r e  a n d  i n t e n d e d  t o  p r o v i d e  a  c l a s s i f i -
c a t i o n  a n d  f r a m e w o r k  i n t o  w h i c h  t h e  n u m e r o u s  
s o u r c e s  a n d  a r t i c l e s  i n  t h i s  f i e l d  c a n  b e  p l a c e d .  
R e f e r e n c e s  g i v i n g  a  c o m p r e h e n s i v e  s u r v e y  a n d  
p r o v i d i n g  a  l i n k  b e t w e e n  t h e  m a t e r i a l  i n  t h i s  
s e c t i o n  a n d  t h e  a c t u a l  s o u r c e s  h a v e  b e e n  i n d i c a t e d  
i n  o r d e r  t o  e n a b l e  t h e  t r a c i n g  o f  d a t a  r e q u i r e d  f o r  
l u n a r  f l i g h t  t o  i t s  s o u r c e .  
T h e  p r i m a r y  c o n c e r n  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  
d e s c r i b e  t h e  s p a c e  e n v i r o n m e n t  w i t h  v e r y  s l i g h t  
m e n t i o n  o f  i t s  e f f e c t  o n  t h e  t r a j e c t o r y ,  p e o p l e  
a n d  m a t e r i a l s .  T h e  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  f o r c e  
m o d e l  ( a n d  h e n c e  o f  t h e  t r a j e c t o r y )  b y  t h e  e n v i r o n -
m e n t  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  B  o f  C h a p t e r  
I V .  A  r e c e n t  s u r v e y  a r t i c l e  b y  J a f f e  a n d  R i t t e n h o u s e  
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( R e f .  1 3 )  d i s c u s s e s  t h e  b e h a v i o r  o f  m a t e r i a l s  i n  
s p a c e  e n v i r o n m e n t s ;  t h e  3 3 0  r e f e r e n c e s  a t  t h e  
e n d  o f  t h i s  a r t i c l e  m a y  b e  c o n s u l t e d  f o r  m o r e  
d e t a i l e d  i n f o r m a t i o n .  
1 .  N e a r - E a r t h  E n v i r o n m e n t  
a .  A t m o s p h e r i c  e n v i r o n m e n t  
T h r e e  t y p e s  o f  n e a r - e a r t h  e n v i r o n m e n t  c a n  b e  
d i s t i n g u i s h e d - - t h e  a t m o s p h e r i c ,  t h e  r a d i a t i o n ,  
a n d  t h e  m e t e o r o i d  e n v i r o n m e n t .  D u e  t o  t h e  m a n y  
l a r g e - s c a l e  a n d  l o c a l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  e a r t h ' s  
a t m o s p h e r e ,  m o s t  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  a r e  
b a s e d  o n  a  m o d e l  a t m o s p h e r e  w h i c h  i s  a s s u m e d  
t o  d e s c r i b e  a v e r a g e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  a c t u a l  a t -
m o s p h e r e  a n d  t o  o b e y  t h e  p e r f e c t  g a s  l a w  
p  =  p M  
R * T  
a n d  t h e  h y d r o s t a t i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
d p  - g p d h ,  
w h e r e  
p  
P  
T  
M  
t h e  d e n s i t y  i n  k g  / m  
3  
t h e  p r e s s u r e  i n  n e w t o n s  / m 2  
t h e  t e m p e r a t u r e  i n  o K  
t h e  m o l e c u l a r  w e i g h t  o f  a i r  
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8 . 3 1 4 3 9  x  1 0
3  
j o u l e s / k g - " K  i s  t h e  u n i v e r -
s a l  g a s  c o n s t a n t  
g  
h  
t h e  a c c e l e r a t i o n  d u e  t o  g r a v i t y  i n  m / s e c
2  
t h e  g e o m e t r i c  a l t i t u d e  i n  m e t e r s .  
T h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  f o r  t h e  m o d e l  a t m o s -
p h e r e  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  u n d e r  a d d i t i o n a l  a s -
s u m p t i o n s  a n d  b y  u s e  o f  s a t e l l i t e  o b s e r v a t i o n s .  
T h e y  a r e  t a b u l a t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  a l t i t u d e  u p  t o  
7 0 0  k m  a s . t h e  1 9 6 1  U .  S .  S t a n d a r d  a t m o s p h e r e .  
T h i s  t a b u l a t i o n ,  t h e  h i s t o r y  o f  m o d e l  a t m o s p h e r e s ,  
a n d  a d d i t i o n a l  b a c k g r o u n d  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  
C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1  a n d  i n  t h e  l i s t e d  r e f e r e n c e s  
o f  t h a t  c h a p t e r .  A  t m o s p h e r i c  e f f e c t s  o n  s p a c e  
v e h i c l e s  w i t h  l u n a r  m i s s i o n  o b j e c t i v e s  a t  a l t i t u d e s  
i n  e x c e s s  o f  7 0 0  k m  a r e  n e g l i g i b l e  o v e r  t h e  s h o r t  
p e r i o d s  o f  t i m e  t h e  v e h i c l e  i s  a t  t h e s e  a l t i t u d e s ,  
a n d  h e n c e  n o  a t m o s p h e r e  n e e d  b e  a s s u m e d  f o r  
a l t i t u d e s  i n  e x c e s s  o f  7 0 0  k m .  H o w e v e r ,  i f  
d e n s i t y  d a t a  a t  e x t r e m e  a l t i t u d e s  i s  r e q u i r e d ,  
N i c o l e t  ( R e f .  1 4 )  c a n  b e  u s e d  a s  a  g u i d e .  T h e  a t -
m o s p h e r e  u p  t o  7 0 0  k m  c a n  b e  a s s u m e d  t o  r o t a t e  
w i t h  t h e  s a m e  a n g u l a r  v e l o c i t y  a s  t h e  e a r t h  t o  a  
g o o d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y .  
T h e  1 9 6 1  U .  S .  S t a n d a r d  m o d e l  a t m o s p h e r e  
r e p r e s e n t s  a v e r a g e  a t m o s p h e r i c  c o n d i t i o n s  b e t w e e n  
. t h e  m a x i m u m  a n d  m i n i m u m  o f  t h e  s u n s p o t  c y c l e .  
T h e  a c t u a l  a t m o s p h e r i c  p r o p e r t i e s  t h a t  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  e n c o u n t e r s  m a y  d i f f e r  q u i t e  c o n s i d e r a b l y  
f r o m  t h e  m o d e l  a t m o s p h e r e .  T h i s  v a r i a b i l i t y  i s  
d u e  p r i m a r i l y  t o  s o l a r  r a d i a t i o n  a n d  h e a t i n g ,  g r a v i -
t a t i o n a l  e f f e c t s  o f  t h e  s u n  a n d  m o o n  o r  t i d a l  m o t i o n s ,  
a s  w e l l  a s  v i s c o u s  a n d  t u r b u l e n t  e f f e c t s ,  w h i c h  h a v e  
b e e n  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1 .  T o  a p p r o x i -
I I - l 3  
m a t e  v a r i a b i l i t y  f o r  p r e l i m i n a r y  e n g i n e e r i n g  d e -
s i g n ,  i t  i s  s u f f i c i e n t ,  i n  m o s t  c a s e s ,  t o  i n t r o d u c e  
a  c e r t a i n  p e r c e n t a g e  d i s p e r s i o n  i n  d e n s i t y  a b o u t  
t h e  1 9 6 1  U .  S .  S t a n d a r d  a t m o s p h e r e .  
T h e  m a i n  e f f e c t s  o f  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e  o n  
a  s p a c e  v e h i c l e ' s  t r a j e c t o r y  a r e  t h e  a e r o d y n a m i c  
f o r c e s ,  a n d  t h e  a e r o d y n a m i c  h e a t i n g  i t  p r o d u c e s .  
T h e  p a r a m e t e r  r e l a t i n g  t h e s e  t w o  e f f e c t s  i s  t h e  
a t m o s p h e r i c  d e n s i t y .  E x p r e s s i o n s  f o r  a e r o -
d y n a m i c  f o r c e s  h a v e  b e e n  g i v e n  i n  S u b s e c t i o n  
B - 4 b  o f  C h a p t e r  I V ;  t h e y  a r e  i m p o r t a n t  i n  d e -
s i g n i n g  p a r k i n g  o r b i t s  a n d  w a i t i n g  o r b i t s  ( s e e  
C h a p t e r  V  a n d  C h a p t e r  V  o f  R e f .  I ) .  A e r o d y -
n a m i c  f o r c e s  a n d  h e a t i n g  d e f i n e  a  s a f e  r e - e n t r y  
c o r r i d o r  f o r  e a r t h  r e t u r n ,  o r  a  r e g i o n  o f  p o s -
s i b l e  r e - e n t r y  t r a j e c t o r i e s  w i t h i n  t h e  d e s i g n  
l i m i t s  o f  t h e  l u n a r  v e h i c l e .  T h i s  a s  p e c t  i s  d i s -
c u s s e d  i n  C h a p t e r s  I X  o f  R e f .  1  a n d  b r i e f l y  m e n -
t i o n e d  i n  C h a p t e r  X .  
b .  R a d i a t i o n  e n v i r o n m e n t  
C o n t r a r y  t o  t h e  a t m o s p h e r i c  e f f e c t s  o n  t h e  
s p a c e  v e h i c l e ,  t h e  e f f e c t  o f  r a d i a t i o n  i s  d a m a g e  
t o  m a n ,  e l e c t r o n i c  e q u i p m e n t ,  a n d  s t r u c t u r a l  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e .  O f  a l l  t h e  
e l e m e n t s  i n  a  s p a c e  v e h i c l e ,  m a n  a n d  s e m i c o n -
d u c t o r s  h a v e  t h e  l o w e s t  t h r e s h o l d  o f  d a m a g e  
f r o m  i o n i z i n g  r a d i a t i o n .  T h e  r a d i a t i o n  d o s a g e  
t o  b e  e x p e c t e d  i n  a  n e a r - e a r t h  o r b i t ,  r a d i a t i o n  
d a m a g e  t h r e s h o l d s ,  a n d  t h e  s h i e l d i n g  ( w h i c h  i s  
d e f i n e d  a s  a d d i t i o n a l  s t r u c t u r a l  m a t e r i a l  i n  t h e  
v e h i c l e  t o  a b s o r b  r a d i a t i o n  b e f o r e  i t  c a n  r e a c h  
m a n  a n d  e l e c t r o n i c  e q u i p m e n t )  h a v e  b e e n  d i s -
c u s s e d  e x t e n S i v e l y  i n  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1 .  
M o s t  o f  t h e  d a t a  o n  p e n e t r a t i n g  r a d i a t i o n  i n  
t h e  n e a r - e a r t h  e n v i r o n m e n t  h a s  b e e n  a c q u i r e d  
s i n c e  1 9 5 8 ,  w h e n  t h e  f i r s t  e a r t h  s a t e l l i t e s  a n d  
s p a c e  p r o b e s  c a r r i e d  r a d i a t i o n  - m e a s u r e m e n t  
e q u i p m e n t  a l o f t .  L i t t l e  p e n e t r a t i n g  r a d i a t i o n  
r e a c h e s  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  e a r t h ,  a s  t h e  a t m o s -
p h e r e  r e p r e s e n t s  s h i e l d i n g  m a t e r i a l  o f  a p p r o x i -
m a t e l y  1  k g / c m
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,  a n d ,  h e n c e ,  m u c h  o f  t h e  r a d i -
a t i o n  w a s  n o t  d e t e c t e d  u n t i l  s a t e l l i t e  e x p e r i m e n t s  
c o u l d  b e  p e r f o r m e d .  I n  f a c t ,  m a n y  p a r a m e t e r s  
a r e  s t i l l  p o o r l y  k n o w n .  T h e  s p a c e  r a d i a t i o n  c a n  
b e  c l a s s i f i e d  i n t o  f i v e  g e n e r a l  t y p e s :  
( 1 )  V a n  A l l e n  r a d i a t i o n ,  c o n s i s t i n g  o f  h i g h -
e n e r g y  c h a r g e d  p a r t i c l e s  w h i c h  h a v e  b e e n  
t r a p p e d  i n  t h e  e a r t h ' s  m a g n e t i c  f i e l d .  
A n  i n n e r  a n d  a n  o u t e r  b e l t  h a v e  b e e n  
d i s t i n g u i s h e d ;  t h e  o u t e r  b e l t  m a y  e x t e n d  
o u t  a s  f a r  a s  1 0  E R  ( e a r t h  r a d i i ) .  T h e  
p a r t i c l e  f l u x  o f  t h e s e  t w o  b e l t s  i s  a f f e c t e d  
b y  g e o m a g n e t i c  s t o r m s .  
( 2 )  S o l a r  f l a r e  r a d i a t i o n ,  c o n s i s t i n g  o f  h i g h -
e n e r g y  p r o t o n s  a n d  e l e c t r o n s  w h i c h  a r e  
e j e c t e d  a t  c e r t a i n  t i m e s  f r o m  t h e  s u n .  
H a l f  a n  h o u r  o r  m o r e  a f t e r  a  l a r g e  c h r o m -
o s p h e r i c  f l a r e ,  h i g h - e n e r g y  p r o t o n s  ( a n d  
p o s s i b l y  e l e c t r o n s )  c a n  b e  d e t e c t e d  o n  t h e  
e a r t h  ( p  6 2 ,  R e f .  1 5 ) .  .  
( 3 )  C o s m i c  r a d i a t i o n ,  c o n S i s t i n g  o f  a t o m i c  
n u c l e i  ( m o s t l y  o f  h y d r o g e n ,  b u t  a t o m i c  
n u m b e r s  i n  e x c e s s  o f  3 0  h a v e  b e e n  o b -
s e r v e d )  w h i c h  m o v e  w i t h  v e l o c i t i e s  n e a r  
t h e  s p e e d  o f  l i g h t .  
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( 4 )  A u r o r a l  r a d i a t i o n ,  c o n s i s t i n g  o f  e l e c t r o n s  
a n d  p r o t o n s  e m i t t e d  b y  t h e  s u n  a n d  c o n -
c e n t r a t e d  n e a r  t h e  g e o m a g n e t i c  p o l e s .  
T h e  e l e c t r o n s  s u p p l y  t h e  e n e r g y  f o r  t h e  
a u r o r a l  l i g h t .  
( 5 )  P e n e t r a t i n g  e l e c t r o m a g n e t i c  r a d i a t i o n  o f  
t h e  s u n ,  c o n s i s t i n g  m o s t l y  o f  X - r a y s  a n d  
Y - r a y s  w i t h  e n e r g i e s  a s  h i g h  a s  5 0 0  k i l o -
e l e c t r o n  v o l t s  a n d  w a v e l e n g t h s  a s  s h o r t  
o  0  - 1 0  
a s  0 . 0 2  A  ( l A  =  1 0  m e t e r )  h a v i n g  
b e e n  o b s e r v e d .  
M o r e  d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n s  o f  t h e s e  r a d i a t i o n s  
a n d  r e c e n t  d a t a  c a n  b e  f o u n d  i n  R e f .  1 5 ,  w h i l e  
C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1  i n c l u d e s  d a t a  o n  r a d i a t i o n ,  
t h e  t y p e  o f  d a m a g e ,  a s  w e l l  a s  s h i e l d i n g  r e q u i r e -
m e n t s  f r o m  t h e s e  r a d i a t i o n s .  T a b l e  5  s u m m a r i z e s  
t h e  s p a c e  r a d i a t i o n s  w h i c h  p e n e t r a t e  a t  l e a s t  
1 0 -
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k g  m a t e r i a l  p e r  s q u a r e  c e n t i m e t e r .  T h i s  
t a b l e  h a s  b e e n  t a k e n  f r o m  R e f .  1 5 ,  p p  7 0  t o  7 1 ;  
a d d i t i o n a l  r e m a r k s  a n d  s o u r c e s  o f  t h e  d a t a  c a n  
b e  f o u n d  i n  t h i s  r e f e r e n c e .  T a b u l a t e d  a r e  t h e  
t y p e s  o f  r a d i a t i o n ,  t h e  p a r t i c l e  e n e r g y  a n d  a n  i n -
d i c a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l  s p e c t r u m  ( t h e  s l o p e  o f  t h e  
p a r t i c l e  f l u x  p e r  e n e r g y  v e r s u s  e n e r g y  c u r v e  a s  a  
f u n c t i o n  o f  e n e r g y ) ,  o r  d i f f e r e n t i a l  s p e c t r u m  ( t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  e n e r g y  
o f  t h e  p a r t i c l e  f l u x  i n  a n  i n c r e m e n t  o f  e n e r g y )  a s  
w e l l  a s  t h e  p a r t i c l e  f l u x  i t s e l f .  
I n  t h e  n e a r  - e a r t h  e n v i r o n m e n t ,  r a d i a t i o n  h a z -
a r d s  o c c u r  m a i n l y  i n  t h e  p a r k i n g  a n d /  o r  w a i t i n g  
o r b i t  p h a s e ,  i n  a n y  o r b i t a l  p h a s e  o n  e a r t h  r e t u r n ,  
a n d  i n  t h e  n e a r  - e a r t h  p o r t i o n s  o f  l u n a r  f l i g h t ,  
w h e n  t h e  v e h i c l e  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  e a r t h  i s  a b o u t  
1 0  k m / s e c .  R a d i a t i o n  d o s a g e s  a n d  s h i e l d i n g  r e -
q u i r e m e n t s  d u r i n g  t h a t  p o r t i o n  h a v e  b e e n  g i v e n  i n  
C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1 .  T h e  p a r k i n g  a n d  w a i t i n g  
o r b i t  a l t i t u d e s  i n  C h a p t e r  V  a s  w e l l  a s  t h e  o r b i t a l  
p h a s e  d u r i n g  e a r t h  r e t u r n  i n  C h a p t e r  X  c a n  b e  
s e l e c t e d  s o  a s  t o  b e  b e l o w  t h e  i n n e r  V a n  A l l e n  b e l t .  
F i g u r e  1  i l l u s t r a t e s  t h e  e a r l y  p h a s e s  o f  a  t y p i c a l  
l u n a r  m i s s i o n  l a u n c h e d  f r o m  C a p e  C a n a v e r a l .  T h e  
d o u g h n u t - s h a p e d  i n n e r  V a n '  A l l e n  b e l t  i s  s h o w n ,  
w i t h  t h e  p r o t o n  f l u x  i n d i c a t e d  b y  e i g h t  c r o s s  s e c -
t i o n s  a n d  t h e  g e o m a g n e t i c  e q u a t o r  s h o w n  o n  t h e  
e a r t h .  T h e  s h a d i n g  i n d i c a t e s  t h e  p r o t o n  f l u x - -
t h e  d a r k e r  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  s h a d e d  a r e a ,  
t h e  h i g h e r  t h e  f l u x .  T h e  i l l u s t r a t e d  t r a j e c t o r y  
( w i t h  a  r e l a t i v e l y  h i g h  p a r k i n g  o r b i t  a l t i t u d e )  
i n t e r s e c t s  t h e  f r i n g e s  o f  t h e  i n n e r  V a n  A l l e n  b e l t  
a f t e r  i n j e c t i o n ,  b u t  t h e  t i m e  s p e n t  i n  t h e  r e g i o n  
o f  h i g h  p r o t o n  f l u x  i s  v e r y  s m a l l  d u e  t o  t h e  h i g h  
i n i t i a l  s p a c e  v e h i c l e  v e l o c i t i e s .  
S o l a r  f l a r e  r a d i a t i o n  o c c u r s  s p o r a d i c a l l y ,  e s -
p e c i a l l y  d u r i n g  s u n s p o t  m a x i m a .  T h e  o n l y  p r o -
t e c t i o n  a g a i n s t  t h i s  t y p e  o f  r a d i a t i o n  a n d  a g a m s t  
c o s m i c  a n d  s o l a r  e l e c t r o m a g n e t i c  r a d i a t i o n  i s  
t h e  s h i e l d i n g  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a n d  t h e  l a y o u t  
o f  t h e  e q u i p m e n t  s o  a s  t o  p r o v i d e  m a x i m u m  p r o -
t e c t i o n  t o  t h e  v u l n e r a b l e  m e n  a n d  e l e c t r o n i c  
e q u i p m e n t .  F o r  l a u n c h e s  f r o m  C a p e  C a n a v e r a l ,  
t h e  a u r o r a l  r a d i a t i o n  c a n  b e  n e g l e c t e d ,  s i n c e  t h e  
p a r k i n g  a n d  w a i t i n g  o r b i t s  w i l l  n o t  r e a c h  t h e  
r e g i o n s  n e a r  t h e  g e o m a g n e t i c  p o l e s .  
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c .  M e t e o r o i d  e n v i r o n m e n t  
M e t e o r o i d s  a r e  s m a l l  a s t r o n o m i c a l  b o d i e s  w h i c h  
a r e  g e n e r a l l y  i n  h i g h l y  e c c e n t r i c  o r b i t s  a r o u n d  t h e  
s u n .  T h e y  r a n g e  i n  d i m e n s i o n  f r o m  s e v e r a l  m e t e r s  
( e x t r e m e l y  r a r e )  t o  d u s t  p a r t i c l e s  o r  m i c r o m e t e -
o r i t e s  a s  s m a l l  a s  o n e  m i c r o n  i n  d i a m e t e r .  B e -
y o n d  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e ,  m e t e o r o i d s  m a y  
p r e s e n t  a  h a z a r d  t o  s p a c e  v e h i c l e s .  A s  p o i n t e d  
o u t  b y  a  s a m p l e  c a l c u l a t i o n  i n  S u b s e c t i o n  B - 4 d  o f  
C h a p t e r  I V ,  t h e  f o r c e  o n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  d u e  t o  
m e t e o r o i d s  i s  r e l a t i v e l y  s m a l l  a n d  c a n  b e  n e g l e c t e d  
i n  a l l  b u t  t h e  m o s t  p r e c i s e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s .  
H o w e v e r ,  o f  m a j o r  c o n c e r n  i s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  a  
m e t e o r o i d  c o l l i s i o n  w i t h  t h e  s p a c e  v e h i c l e  r e s u l t i n g  
i n  p e n e t r a t i o n  o r  e v e n  p u n c t u r e  o f  t h e  s k i n  o f  t h e  
v e h i c l e  o r  f u e l  t a n k .  P u n c t u r e  o f  t h e  s k i n  c a u s e s  
a  l o s s  o f  p r e s s u r i z a t i o n  o r  f u e l ,  w h i c h  m a y  r e q u i r e  
a n  a b o r t  o f  t h e  m i s s i o n .  
D a t a  c o n c e r n i n g  a v e r a g e  m e t e o r o i d  f l u x e s ,  
e n c o u n t e r  p r o b a b i l i t i e s  a n d  p e n e t r a t i o n  h a s  b e e n  
g i v e n  i n  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  1 .  A l s o  l i s t e d  t h e r e  
a r e  t h e  m o r e  c o m m o n  m e t e o r o i d  p e n e t r a t i o n  
m o d e l s  a n d  a  t y p i c a l  m o d e l  f o r  e v a l u a t i n g  m e t e o r -
o i d  e f f e c t s  o n  p r o p e l l a n t  s t o r a g e  v e s s e l  d e s i g n .  
M e t e o r o i d  s h o w e r s  a r e  p h e n o m e n a  w h i c h  a r e  
o b s e r v e d  o n  e a r t h  a n d  t e n d  t o  r e c u r  a n n u a l l y .  
T h e y  r e s u l t  f r o m  s w a r m s  o f  m e t e o r o i d s  w h i c h  
a r e  r o u g h l y  i n  t h e  s a m e  s o l a r  o r b i t .  W h e n  a  
m e t e o r o i d  s h o w e r  i s  o b s e r v e d  o n  e a r t h ,  a l l  
m e t e o r o i d s  s e e m  t o  c o m e  f r o m  t h e  s a m e  a r e a  i n  
t h e  s k y ,  k n o w n  a s  i t s  " q u a d r a n t . "  D a t a  o n  m e t e o r  
s h o w e r s  o b s e r v e d  o n  e a r t h  h a s  b e e n  g i v e n  o n  p a g e  
9 9  o f  R e f .  1 5 .  I t  c a n  b e  a s s u m e d  t h a t  m a n y  o t h e r  
s h o w e r s  m a y  b e  e x p e c t e d  i n  s p a c e  a n d  t h a t  t h e  
v a l u e  o f  t h e  m i c r o m e t e o r i t e  f l u x  i s  e n h a n c e d  i n  
a n d  n e a r  t h e  m e t e o r o i d  s h o w e r .  
2 .  C i s l u n a r  S p a c e  E n v i r o n m e n t  
I n  c i s l u n a r  s p a c e ,  t h e  s o l a r  f l a r e  r a d i a t i o n ,  
c o s m i c  r a d i a t i o n ,  t h e  p e n e t r a t i n g  e l e c t r o m a g n e t i c  
r a d i a t i o n  f r o m  t h e  s u n ,  a n d  t h e  m e t e o r o i d  e n v i r o n -
m e n t  m u s t  b e  c o n s i d e r e d .  T h e  q u a l i t a t i v e  d e s c r i p -
t i o n  a n d  s u m m a r y  o f  S u b s e c t i o n  B - 1  r e g a r d i n g  t h e s e  
a r e a s  a p p l y ,  a s  d o e s  t h e  r e f e r e n c e d  q u a n t i t a t i v e  
m a t e r i a l  i n  C h a p t e r  1 I  o f  R e f .  1  a n d  i n  R e f .  1 5 .  
I n  g e n e r a l ,  i n c r e a S i n g l y  l e s s  r e l i a b l e  d a t a  i s  a v a i l -
a b l e  t h a n  f o r  t h e  n e a r - e a r t h  e n v i r o n m e n t .  I n  t h e  
l i s t  o f  l u n a r  p r o b e s  i n  S e c t i o n  D ,  s o m e  o f  t h e  v e -
h i c l e - b o r n e  e x p e r i m e n t s  a n d  r e s u l t s  h a v e  b e e n  
l i s t e d .  
3 .  L u n a r  E n v i r o n m e n t  
T h e  f i g u r e  o f  t h e  m o o n  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  i n  
s o m e  d e t a i l  i n  S u b s e c t i o n  A - 4  o f  C h a p t e r  I I  a n d  
i t s  m o t i o n  i n  s p a c e  i n  S e c t i o n  C  o f  C h a p t e r  I I I .  
S t i l l  t o  b e  d i s c u s s e d  a r e  l u n a r  t o p o g r a p h y  a s  d e -
d u c e d  b y  o b s e r v a t i o n  o f  t h e  m o o n  w i t h  t e l e s c o p e s ,  
t h e  p h o t o g r a p h s  a n d  m a p s  w h i c h  h a v e  r e s u l t e d  
f r o m  t h e s e  o b s e r v a t i o n s ,  t h e  t h e r m a l  e n v i r o n m e n t  
o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  t h e  t y p e  o f  s u r f a c e ,  a n d  t h e  
l u n a r  a t m o s p h e r e .  S i n c e  m a n y  l u n a r  o b s e r v a t i o n s  
h a v e  b e e n  m a d e  b y  t e l e s c o p e s ,  T a b l e  6 ,  s h o w i n g  
t h e  s m a l l e s t  l u n a r  f e a t u r e s  v i s i b l e  f r o m  e a r t h  
w i t h  p e r f e c t  o p t i c s  a n d  u n d e r  e x c e l l e n t  v i e w i n g  
c o n d i t i o n s  ( s e e  W i l k i n s  a n d  M o o r e ,  R e f .  1 6 ,  P  
3 4 9 )  g i v e s  a n  i d e a  o f  t h e  f i n e s t  l u n a r  s u r f a c e  d e t a i l  
t h a t  c a n  b e  o b s e r v e d .  
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T A B L E  5  
P e n e t r a t i n g  R a d i a t i o n s  i n  S p a c e  
R a d i a t i o n  
P r o t o n s  
A u r o r a l - - a l t i t u d e s  >  1 0 0  k m  
V a n  A l l e n - - ± 4 0 ·  f r o m  i n -
t e g r a l - i n v a r i a n t  e q u a t o r ,  a l -
t i t u d e s  f r o m  1 0
3  
t o  8  x  1 0
3  
k m  
S o l a r - f l a r e  - - r e l a t i  v i s t i c  
S o l a r - f l a r e - - n o n r e l a t i v i s t i c  
C o s m i c  r a y s  - - i n t e r p l a n e t a r y  
s p a c e  
C o s m i c - r a y  ( " s p l a s h " )  a l -
b e d o - - < l 0  E a r t h  r a d i i  
E l e c t r o n s  
A u r o r a l - - f r o m  1 0 0  t o  1 0 0 0  
k m  a l t i t u d e s  
V a n  A l l e n  r a d i a t i o n  
S o l a r - f l a r e - - m a g n e t i c  l a t i -
t u d e s >  6 0 ·  
N e u t r o n s  
C o s m i c - r a y  a l b e d o  
x - a n d  V - R a y s  
E l e c t r o n  b r e m s s t r a h l u n g  
A u r o r a l  z o n e  
L O W - l a t i t u d e  v i s i b l e  a u r o r a  
A t m o s p h e r e  b e l o w  r a d i a t i o n  
b e l t  n e a r  1 0 0  k m ,  u s u a l l y  b e -
t w e e n  m a g n e t i c  l a t i t u d e s  5 0  
a n d  6 0 ·  
V a n  A l l e n  b e l t  
N u c l e a r  V - r a y s  f r o m  a t -
m o s p h e r e  a b o v e  p o l a r  c a p s  
S o l a r  f l a r e s  
A b o v e  1 0 0  k m  o n  s u n l i t  
h e m i s p h e r e  
P a r t i c l e  E n e r g y  
o r  P h o t o n  E n e r g y  
l n t e g r a l  s p e c t r u m ,  1 0 0  k e v  <  E  <  8 0 0  
- 1  - 4  
k e v ,  v a r i e s  b e t w e e n  E  a n d  E  
E -
O
.
8  
i n t e g r a l  s p e c t r u m  a b o v e  4 0  
M e v ;  n o  r a d i a t i o n  o b s e r v e d  w i t h  
E  >  7 0 0  M e v  
E  >  1  B e v  a n d  u s u a l l y  <  1 0  B e v  
- 1  - 6  
F r o m  3 0  t o  3 0 0  M e v ,  E  t o  E  
i n t e g r a l  s p e c t r u m ;  f o r  t y p i c a l  
l a r g e  s o l a r - f l a r e  e v e n t ,  m a x - i n -
t e n s i t y  i n t e g r a l  s p e c t r u m  m i g h t  
1 0  - 4  
b e  r e p r e s e n t e d  b y  3  x  1 0  E  
p r o t o n s  /  c m  
2  
s e c ,  w h e r e  E  i s  
p r o t o n  e n e r g y  i n  M e v ;  s h o u l d  n o t  
b e  a p p l i e d  b e l o w  3 0  M e v  
E - 1 .
5  
i n t e g r a l  s p e c t r u m  f o r  
E >  1 0  B e v  
1  t o  1 0  M e v  
< 5 0  k e v ;  s p e c t r u m  h i g h l y  v a r i a b l e ;  
i n t e g r a l  s p e c t r u m  > 4  k e v  b e t w e e n  
- 1  - 2  5  
E  a n d  E  ' ;  1  o b s e r v a t i o n  s h o w e d  
n e a r l y  m o n o - e n e r g e t i c  6 - k e v  s t r e a m  
l n t e g r a l  s p e c t r u m  r a n g e s  f r o m  E -
3  
t o  E -
6  
~100 M e v  
E -
0
.
9  
d i f f e r e n t i a l  s p e c t r u m  f o r  
- 2  
0 . 1  e v  <  E  <  1 0 0  k e v ,  E  d i f f e r -
e n t i a l  s p e c t r u m  f o r  1  M e v  <  E  < 1  
B e v  
- 4  
~E i n t e g r a l  s p e c t r u m  f o r  E >  3 0  
k e v  
E -
2
.
5  
i n t e g r a l  s p e c t r u m ,  ~100 k e v  
1 0  t o  5 0 0  k e v ;  t h e o r e t i c a l  s p e c t r u m ,  
2 0  t o  5 0  k e v  w i t h  a n  e n e r g y  f l u x  o f  
1 0 -
7  
e r g / c m
2
- s e c  
E >  1 0 0  k e v  
5  t o  8 0  k e v  w i t h  a n  e n e r g y  f l u x  o f  
1 0 -
2  
t o  1 0 -
5  
e r g / c m
2
- s e c )  
~ 5 0 0  k e v  w i t h  a n  e n e r g y  f l u x  o f  
1 0 -
4  
e r g / c m
2
- s e c  
I I - 1 5  
F l u x  
( p r o t o n s  /  c m  
2  
- s e c )  
N o r m a l l y  1 0
4  
t o  1 0
6  
w i t h  E  >  1 0 0  M e v  
U p  t o  ~104 
U s u a l l y  1 0  t o  1 0
2
;  
o c c a s i o n a l l y  t o  ~ 1 0
4  
U s u a l l y  1 0
2  
b u t  o c -
c a s i o n a l l y  t o  ~ 1 0
4  
2  ±  0 . 3  f o r  E  >  4 0  
M e v  n e a r  m a x  o f  
s u n s p o t  c y c l e ;  p r o b -
a b l y  i n c r e a s e s  t o  ~5 
n e a r  s u n s p o t  m i n  
~ 1  n e a r  t o p  o f  a t -
m o s p h e r e  
( e l e c t r o n s  /  c m  
2  
- s e c )  
U p  t o  l O l l  t o  1 0
1 3  
a v e r a g e  ~105 t o  1 0
7  
U p  t o  ~108 f o r  E  >  2 0  
k e v  
P r o b a b l y  <  1 0
2  
( n e u t r o n s  /  c m  
2  
- s e c )  
~1 
( p h o t o n s /  c m  
2  
- s e c )  
1 0  t o  1 0
3  
a b o v e  a b -
s o r b i n g  a t m o s p h e r e  
1 0
3  
t o  1 0
5  
_ 1 0
4  
~ 1  0
3  
i n i t i a l l y  
I  
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T A B L E  6  
S m a l l e s t  L u n a r  F e a t u r e s  V i s i b l e  f r o m  
E a r t h  A s s u m i n g  P e r f e c t  O p t i c s  a n d  
E x c e l l e n t  V i e w i n g  C o n d i t i o n s  
S m a . l l e s t .  C l e f t  
A p e r t u r e  D i a m e t e r  0 (  M i n i m u m  
o f  T e l e s c o p e  S m a l l e s t  C r a t e r  L e n g t h  
( e m )  
( \ u n )  
( k m )  
1 5 . 2  •  4  I I  
3 0 .  S  
I .  0 . 5  
9 1 . 4  
( L i c k  
O b s e r v a t o r y )  
0 . '  
0 . 0 2  0 . 1 8  
5 0 '  
( M t .  P a l o m a r  
a e r v a t o r y )  
0 . 0 7  0 . 0 0 5  0 . 0 3  
H o w e v e r ,  t h e  n e c e s s a r y  e x c e l l e n c e  o f  t h e  v i e w -
i n g  c o n d i t i o n s  c a n  b e  i l l u s t r a t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  
p h o t o g r a p h s  h a v e  n o t  s h o w n  c r a t e r s  l e s s  t h a n  1  
l a n  i n  d i a m e t e r  o n  t h e  m o o n , a n d  h e n c e  v i s u a l o b -
s e r v a t i o n s  a r e  t h e  p r i m a r y  s o u r c e  f o r  s m a l l  d e -
t a i l s  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e .  
a .  L u n a r  t o p o g r a p h y  
A b o u t  1 0 0 , 0 0 0  f o r m a t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
m o o n  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d .  I n  o r d e r  t o  d i s c u s s  
t h e s e  f o r m a t i o n s ,  t h e  n o m e n c l a t u r e  i n  g e n e r a l  
u s e  f o r  l u n a r  f e a t u r e s  i s  i n t r o d u c e d  i n  t h i s  s u b -
s e c t i o n .  T h e  p r o b l e m  o f  c l a s s i f i c a t i o n  h a s  b e e n  
t a k e n  u p  b y  B l a g g  a n d  S a u n d e r s  ( R e f .  1 7 )  a n d  
B l a g g  a n d  M U l l e r  ( R e f .  1 8 )  f o r  t h o s e  w i s h i n g  
m o r e  d e t a i l ,  a n d  a n o t h e r  s y s t e m  h a s  b e e n  p r o -
p o s e d  b y  B o b r o v n i k o f f  ( R e f .  1 9 ) ,  w h i c h  i s  
c l a i m e d  t o  b e  m o r e  d e t a i l e d  t h a n  t h o s e  o f  R e f s .  
1 7  a n d  1 8 .  
T h e  m o o n  a s  v i e w e d  f r o m  e a r t h  i s  c h a r a c t e r i z e d  
b y  l i g h t  a n d  d a r k  a r e a s .  I n  g e n e r a l ,  t h e  l i g h t e r  
t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  t h e  h i g h e r  i t s  
e l e v a t i o n .  
T h e  d a r k  a r e a s  a r e  c a l l e d  " m a r i a ,  "  o r  s e a s .  
T h e y  a r e ,  i n  g e n e r a l ,  l o w  p l a i n s  w i t h  s o m e  s m a l l  
i r r e g u l a r i t i e s  ( c o m p a r e  t h e  s u r f a c e  e l e v a t i o n  c o n -
t o u r s  a s  g i v e n  o n  t h e  U S A F  l u n a r  a e r o n a u t i c a l  
c h a r t s ,  o n e  o f  w h i c h  i s  r e p r o d u c e d  a s  F i g .  2  i n  
t h e  p r e s e n t  c h a p t e r ) .  T h e  t e r m  " m a r i a "  i s  r e -
s t r i c t e d  t o  l a r g e r  a r e a s .  T h e  t e r m s  " l a c  u s  "  
( l a k e )  a n d  " s i n u s "  ( b a y )  a r e  a p p l i e d  t o  s m a l l e r  
d a r k  f e a t u r e s  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  w h i l e  t h e  
t e r m  " p a l u s "  ( m a r s h )  d e s c r i b e s  r e g i o n s  o f  i n t e r -
m e d i a t e  c o l o r a t i o n .  
T h e  b o u n d a r i e s  b e t w e e n  t h e  d a r k  m a r i a  a n d  t h e  
l i g h t e r - c o l o r e d  " c o n t i n e n t s "  a n d  " m o u n t a i n s "  a r e  
g e n e r a l l y  q u i t e  s h a r p .  T h e  c o n t i n e n t s  h a v e  n o t  
b e e n  g i v e n  n a m e s ,  e x c e p t  f o r  a  f e w  " c a p e s "  w h i c h  
j u t  o u t  i n t o  t h e  m a r i a .  
M o u n t a i n s  o n  t h e  m o o n  u s u a l l y  a r e  n a m e d  a f t e r  
t e r r e s t r i a l  m o u n t a i n s  o r  a f t e r  s c i e n t i s t s ;  s m a l l e r  
m o u n t a i n s  a r e  d e s i g n a t e d  b y  s u f f i x i n g  a  s m a l l  
G r e e k  l e t t e r  t o  t h e  n a m e  o f  a  l a r g e  m o u n t a i n  i n  
t h e i r  v i c i n i t y ,  i .  e . ,  S t a d i u s  Y .  T h e y  o c c u r  a s  
" c h a i n  m o u n t a i n s "  i n  m o u n t a i n  r a n g e s ,  " r i d g e s ,  "  
" c e l l u l a r  r i n g  f o r m a t i o n s "  o r  " d o m e s , "  w h i c h  a r e  
s m a l l ,  r o u n d e d  m o u n t a i n s .  T h e  v e r t i c a l  r e l i e f  o f  
t h e  l u n a r  s u r f a c e  c a n  b e  d e t e r m i n e d  i n  t w o  s t e p s :  
( 1 )  D e t e r m i n e  t h e  r e l a t i v e  h e i g h t  b y  m e a s u r -
i n g  t h e  l e n g t h  o f  a  m o u n t a i n ' s  s h a d o w  ( a  
t e c h n i q u e  w h i c h  i s  q u i t e  a c c u r a t e  a s  l o n g  
a s  t h e r e  a r e  m o u n t a i n s  i n  t h e  p a r t i c u l a r  
r e g i o n  o f  t h e  m o o n  b y  d e t e r m i n i n g  t h e  
a l t i t u d e s  b y  s c a n n i n g  t h e  p h o t o g r a p h i c  
I I  - 1 6  
n e g a t i v e  o f  t h e  m o o n  w i t h  a  p h o t o m e t e r  
a n d  n o t i n g  t h e  b r i g h t n e s s  ( p h o t o m e t r i c  
m e t h o d ) ,  b y  m a k i n g  d i r e c t  m e a s u r e m e n t  
a t  o r  n e a r  t h e  l i m b ,  o r  b y  o t h e r  m e t h o d s .  
( 2 )  D e t e r m i n e  a b s o l u t e  h e i g h t s  b y  m e a s u r i n g  
t h e  s e l e n o g r a p h i c  l o c a t i o n s  o f  t h e s e  p o i n t s  
v e r y  a c c u r a t e l y  a n d  c o r r e c t i n g  f o r  t h e  
p r o j e c t i o n  a n d  t h e  r e f r a c t i o n  o f  t h e  e a r t h ' s  
a t m o s p h e r e .  
F o r  m o r e  d e t a i l ,  F i e l d e r  ( R e f .  2 0 )  c a n  b e  c o n -
s u l t e d .  F r o m  t h e s e  o b s e r v a t i o n s ,  t h e  v e r t i c a l  r e -
l i e f  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  h a s  b e e n  f o u n d  t o  b e  h i g h .  
S o m e  p e a k s  n e a r  t h e  l u n a r  s o u t h  p o l e  e x c e e d  a n  
a l t i t u d e  o f  9 0 0 0  m e t e r s  a b o v e  t h e  n e i g h b o r i n g  v a l -
l e y s .  T h i s  c o m p a r e s  w i t h  a n  e l e v a t i o n  o f  1 2 , 0 0 0  
m e t e r s  o f  t h e  I s l a n d  o f  M i n d a n a o  a b o v e  t h e  P h i l i p -
p i n e  t r e n c h  o n  e a r t h ,  w h i c h  h a s  a l m o s t  f o u r  t i m e s  
t h e  r a d i u s  o f  t h e  m o o n .  T h e  s l o p e s  a r e  u s u a l l y  
g e n t l e ,  w i t h  a n g l e s  l e s s  t h a n  t h o s e  o n  e a r t h .  H o w -
e v e r ,  i n  t h e  J u r a  m o u n t a i n s ,  s l o p e s  a v e r a g e  a s  
m u c h  a s  4 5 ° .  T h e  m a x i m u m  e l e v a t i o n  i n  t h i s  r e -
g i o n  i s  a b o u t  6 0 0 0  m e t e r s  a b o v e  S i n u s  I r i d u m  
( R e f .  2 1 ) .  
V e r y  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e s  o f  t h e  l u n a r  s u r -
f a c e  a r e  t h e  ' ' w a l l e d  e n c l o s u r e s " ,  t h e  l a r g e r  o f  
w h i c h  h a v e  b e e n  r e f e r r e d  t o  a s  " w a l l e d  p l a i n s "  
a n d  t h e  s m a l l e r  o f  w h i c h  a r e  c a l l e d  " c r a t e r s "  b y  
B o b r o v n i k o f f .  W a l l e d  e n c l o s u r e s  c o n s i s t  o f  a  
p l a i n  s u r r o u n d e d  b y  m o u n t a i n s  w h i c h  s l o p e  r e l a -
t i v e l y  s t e e p l y  i n w a r d  ( u p  t o  a  2 0 °  s l o p e ,  w h i c h  
l o c a l l y  m a y  e x c e e d  4 5 ° ,  a s  f o r  C o p e r n i c u s ,  R e f .  
2 1 )  a n d  s o m e w h a t  m o r e  g e n t l y  o u t w a r d  ( 5 °  t o  1 0 °  
o v e r a l l  f o r  C o p e r n i c u s ,  R e f .  2 1 ) .  T h e y  a r e  
n a m e d  p r i m a r i l y  a f t e r  s c i e n t i s t s  a n d  p h i l o s o p h e r s ,  
b u t  s m a l l e r  c r a t e r s  a r e  n a m e d  a f t e r  a  l a r g e r  o n e  
i n  t h e  v i c i n i t y  b y  s u f f i x i n g  a  c a p i t a l  L a t i n  l e t t e r ,  
i .  e . ,  " M o s t i n g  A . "  W a l l e d  e n c l o s u r e s  m a y  h a v e  
o n e  o r  m o r e  c e n t r a l  p e a k s ,  o r  t h e y  m a y  b e  w i t h o u t  
o n e .  T h e  w a l l e d  p l a i n s  a r e  q u i t e  i r r e g u l a r  i n  
s h a p e  - - h e x a g o n a l ,  q u a d r a n g u l a r ,  t r i a n g u l a r ,  o r  
o v a l - - w i t h  t h e  m a x i m u m  l i n e a r  d i m e n s i o n  f r o m  
a b o u t  3 0 0 - 6 0  l a n .  C r a t e r s  a r e  m u c h  m o r e  c i r -
c u l a r  i n  s h a p e ,  a n d  r a n g e  i n  d i a m e t e r  f r o m  6 0  k m  
d o w n  t o  t h e  l i m i t  o f  t h e  p r e s e n t  o p t i c a l  r e s o l u t i o n ,  
w h i c h  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  1  k m .  T h e  c r a t e r s  m a y  
b e  l a r g e  a n d  s u b m e r g e d ,  a s  i s  S t a d i u s ,  l a r g e  a n d  
p a r t i a l l y  f i l l e d ,  o r  s m a l l  c r a t e r l e t s  r a n g i n g  i n  
s i z e  d o w n  t o  b l o w h o l e s  o r  " p i t s ,  "  w h i c h  a r e  t h e  
s m a l l e s t  o b s e r v e d  c r a t e r s .  T h e r e  a r e  a l s o  s u c h  
f e a t u r e s  a s  c o n f l u e n t  c r a t e r s  a n d  c r a t e r  c h a i n s .  
A s s o c i a t e d  w i t h  s o m e  c r a t e r s ,  a n d  n a m e d  a f t e r  
t h e m ,  a r e  " f r a c t u r e s ,  "  w h i c h  r a n g e  i n  s i z e  f r o m  
l a r g e  v a l l e y s  t o  f a u l t  l i n e s  ( c a u s e d  w h e n  p a r t  o f  
t h e  l u n a r  s u r f a c e  h a s  s u b s i d e d  r e l a t i v e  t o  t h e  
s u r r o u n d i n g ) ,  c l e f t s  o r  r i l l s ,  a n d  c r a c k s ,  w h i c h  
c o n s i s t  o f  a  l a r g e  n u m b e r  o f  s m a l l  c r a t e r s  j o i n e d  
t o g e t h e r  i n  a  c h a i n .  
A t  t h e  t i m e  o f  f u l l  m o o n ,  " r a y s " ,  o r  w h i t e  
s t r e a k s  w h i c h  s e e m  t o  o r i g i n a t e  f r o m  a  c r a t e r  
c a n  b e  o b s e r v e d  o n  t h e  m o o n ,  t h e i r  b r i g h t n e s s  
d e p e n d i n g  o n  t h e  p h a s e  o f  t h e  m o o n .  T h e  m o s t  
p r o m i n e n t  i s  t h e  s y s t e m  o f  r a y s  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h e  c r a t e r  T y c h o .  T h e s e  r a y  s y s t e m s  c a n  b e  c l a s -
s i f i e d  a s  r a d i a l  r a y  s y s t e m s ,  t a n g e n t i a l  r a y  s y s -
t e r n s ,  r a y  s y s t e m s  i n  c e r t a i n  d i r e c t i o n s ,  o r  a s  
" b r i g h t  s p o t s .  "  
L u n a r  s u r f a c e  f e a t u r e s  m a y  m e r g e  i n f o  o n e  
a n o t h e r ,  a s  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e q u e n c e s  o f  f e a t u r e s  
l i s t e d  b y  B o b r o v n i k o f f  ( R e f .  1 9 ) ,  f o r  e x a m p l e :  
M a r i a ,  w a l l e d  p l a i n s ,  c r a t e r s ,  c r a t e r l e t s ,  
c r a t e r  c h a i n s ,  v a l l e y s ;  
M o u n t a i n  r a n g e s ,  i s o l a t e d  p e a k s ,  m o u n d s ,  
d o m e s ,  p i t s .  
I n  a  s i m i l a r  f a s h i o n ,  m o u n t a i n  r a n g e s  o n  t h e  m o o n  
a r e  c o n n e c t e d  w i t h  m a r i a ,  w h i l e  i s o l a t e d  p e a k s  
o c c u r  i n  o r  n e a r  w a l l e d  p l a i n s  a n d  c r a t e r s ,  a s  
m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y .  
D u r i n g  t h e  h i s t o r y  o f  o b s e r v i n g  t h e  m o o n  ( s i n c e  
G a l i l e o ' s  t i m e ) ,  n o  c l e a r - c u t  c h a n g e s  o f  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  h a v e  b e e n  o b s e r v e d .  C h a n g e s  i n  s m a l l  
l u n a r  s u r f a c e  f e a t u r e s  ( t h o s e  s e v e r a l  k m  i n  e x t e n s i o n )  
d e p e n d  o n  s u c h  c o n d i t i o n s  o f  v i s i b i l i t y  a s  t h e  p h a s e  
o f  t h e  m o o n ,  t h e  l i b r a t i o n ,  t h e  r e s o l v i n g  p o w e r  o f  
t h e  t e l e s c o p e ,  a t m o s p h e r i c  r e f r a c t i o n ,  c l o u d  c o v e r ,  
a n d  t h e  s u b j e c t i v e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  o b s e r v e r .  
T h e s e  c h a n g e s  a r e  m o s t l y  o b s e r v e d  a s  v a r i a t i o n s  
i n  t h e  b r i g h t n e s s  a n d  c o l o r  o f  s m a l l  c r a t e r s ,  t h e  
o b s e r v a t i o n  o f  s o m e t h i n g  l o o k i n g  l i k e  a  m i s t ,  a n d  
t h e  a p p e a r a n c e  o f  f l a s h e s ,  i .  e . ,  a n y  a p p a r e n t  
c h a n g e s  i n  p h y s i c a l  r e l i e f .  R e a l  c h a n g e s  o f  p h y s i -
c a l  r e l i e f  m u s t  o c c u r  d u e  t o  t h e  i m p a c t  o f  m e t e o -
r i t e s ,  b u t  n o  s u c h  o b s e r v a t i o n  c a n  b e  s a f e l y  a t -
t r i b u t e d  t o  t h a t  c a u s e  ( R e f .  1 9 ,  p  6 2 ) .  T h e  l u n a r  
s u r f a c e  m u s t  a l s o  c h a n g e  d u e  t o  t h e  p r e s s u r e  o f  
t i d a l  m o t i o n s  i n s i d e  t h e  m o o n  ( R e f .  2 0 ,  p  1 2 7 ) .  
M u c h  m o r e  m a t e r i a l  o n  l u n a r  t o p o g r a p h y  a n d  
t h e  n a t u r e  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  c a n  b e  f o u n d  i n  
B o b r o v n i k o f f  ( R e f .  1 9 ) ,  F i e l d e r  ( R e f .  2 0 ) ,  F i r s o f f  
( R e f .  2 1 ) ,  a n d  t h e  b i b l i o g r a p h y  l i s t e d  i n  e a c h  o f  
t h e s e  r e f e r e n c e s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  p r e s e n t  t h e o r i e s  
o n  t h e  o r i g i n  o f  t h e  l u n a r  f e a t u r e s ,  a n d  q u e s t i o n s  
o f  s e l e n o l o g y  ( w h i c h  f o r m  t h e  l u n a r  c o u n t e r p a r t  
o f  g e o l o g y  o n  e a r t h ) ,  s u c h  a s  t h e  c o m p o s i t i o n  o f  
t h e  i n t e r i o r ,  t h e  t y p e  o f  s u r f a c e ,  t h e  p a t t e r n  o f  
t e c t o n i c  g r i d s ,  a n d  t h e  d i v i s i o n s  o f  s e l e n o l o g i c a l  
t i m e  a r e  d i s c u s s e d  i n  R e f s .  1 9  t h r o u g h  2 1 .  O u r  
k n o w l e d g e  o f  t h e  m o o n ' s  t o p o g r a p h y  a n d  i n t e r i o r  
w i l l  i n c r e a s e  v a s t l y  i n  t h e  n e a r  f u t u r e  a s  t h e  
p l a n n e d  l u n a r  m i s s i o n s  o f  R a n g e r ,  S u r v e y o r ,  a n d  
A p o l l o  s p a c e c r a f t  r e t u r n  s c i e n t i f i c  d a t a  t o  e a r t h .  
U n t i l  s u c h  t i m e ,  m a n y  o f  t h e  p r e s e n t  t h e o r i e s  
s h o u l d  b e  r e g a r d e d  a s  p r o v i s i o n a l .  A n  i l l u s t r a t i o n  
o f  t h e  a c t u a l  p h o t o g r a p h i c a l l y  o b s e r v e d  l u n a r  
t o p o g r a p h y  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  L u n a r  A e r o n a u t i c a l  
C h a r t ,  w h i c h  h a s  b e e n  r e p r o d u c e d  a s  F i g .  2 .  
O t h e r  l u n a r  m a p s  a n d  s e r i e s  o f  l u n a r  m a p s  p r e -
p a r e d  i n  t h e  s a m e  f a s h i o n  a r e  l i s t e d  i n  S u b s e c t i o n  
A - 2 g  o f  C h a p t e r  I I I .  
b .  L u n a r  p h o t o m e t r y  
I n  i n t e g r a t e d  p h o t o m e t r y ,  t h e  t o t a l  e m i s s i o n  
o f  a  c e l e s t i a l  b o d y  i s  m e a s u r e d .  T h e  b r i g h t n e s s  
o f  t h e  f u l l  m o o n  u n d e r  s t a n d a r d  c o n d i t i o n s  i s  
u s u a l l y  g i v e n  i n  s t e l l a r  m a g n i t u d e s  ( m a g ) .  I n  t h e  
v i s u a l  r e g i o n  ( a v e r a g e  w a v e l e n g t h  5 2 8 0  A ) ,  t h e  
l a t e s t  d e t e r m i n a t i o n  i s  b y  N i k o n o v a  ( 1 9 4 9 )  w h o  
f i n d s  - 1 2 . 6 7  m a g ,  a n d  i n  t h e  p h o t o g r a p h i c  r e g i o n  
( a v e r a g e  w a v e l e n g t h  4 2 5 0  A )  B o b r o v n i k o f f  g i v e s  
a n  a v e r a g e  v a l u e  o f  - 1 1 .  5 5  m a g ,  ± O .  0 9  m a g ;  t h e  
c o l o r  i n d e x  o f  t h e  m o o n ,  o r  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  t w o ,  i s  + 1 .  1 2  m a g .  T h e  a m o u n t  o f  l i g h t  f r o m  
t h e  f u l l  m o o n  u n d e r  s t a n d a r d  c o n d i t i o n s  i s  0 . 3 4 2  
±  0 . 0 1 1  l u x  ( B o b r o v n i k o f f ,  p  6 6 ) .  I n t e g r a t e d  p h a s e  
c u r v e s  o f  t h e  m o o n ,  o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  l u n a r  
b r i g h t n e s s  w i t h  t h e  p h a s e ,  h a v e  b e e n  g i v e n  b y  
B o b r o v n i k o f f  o n  p  6 7 .  T h e  a l b e d o ,  o r  r e f l e c t i n g  
p o w e r  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  c a n  b e  d e f i n e d  i n  t w o  
w a y s :  ( 1 )  t h e  s p h e r i c a l  a l b e d o  o f  t h e  m o o n  o r  t h e  
r a t i o  o f  t h e  l i g h t  o f  t h e  s u n  s c a t t e r e d  i n  a l l  d i r e c -
t i o n s  b y  t h e  l u n a r  h e m i s p h e r e  t o  t h e  t o t a l  l i g h t ,  
i s  0 . 0 7 3 ;  ( 2 )  t h e  a v e r a g e  g e o m e t r i C  a l b e d o  o f  t h e  
m o o n ,  o r  r a t i o  b e t w e e n  t h e  a v e r a g e  b r i g h t n e s s  o f  
t h e  d i s k  a t  f u l l  m o o n  a n d  t h e  b r i g h t n e s s  o f  a  w h i t e  
s c r e e n  o f  t h e  s a m e  s i z e  n o r m a l  t o  t h e  i n c i d e n t  
s o l a r  r a y s ,  i s  O .  1 0 5  ( B o b r o v n i k o f f ) .  
I n  d e t a i l e d  p h o t o m e t r y ,  t h e  e m i s s i o n  o f  l i g h t  
f r o m  a  s m a l l  a r e a  i s  m e a s u r e d .  A c t u a l l y ,  t h i s  
i s  t o  b e  r e g a r d e d  a s  t h e  a v e r a g e  e m i s s i o n  o f  l i g h t  
o v e r  t h e  v a r i o u s  s u r f a c e  m a t e r i a l s ,  s l o p e s  a n d  
t h e  m i c r o f e a t u r e s  o r  u n e v e n n e s s  o f  t h e  s u r f a c e  
i n  t h a t  s m a l l  a r e a .  T h e  m o o n  c a n  b e  s t u d i e d  i n .  
d e t a i l  d u e  t o  i t s  n e a r n e s s  t o  e a r t h ,  a n d  m a n y  
p h o t o m e t r i c  s t u d i e s  o f  l u n a r  d e t a i l s  h a v e  b e e n  
m a d e .  O f  c o u r s e ,  t h e  b r i g h t n e s s  o f  t h e  l u n a r  
f e a t u r e  d e p e n d s  o n  t h e  d i r e c t i o n s  t o  t h e  s u n  a n d  
t o  t h e  o b s e r v e r  o n  e a r t h .  I f  o n e  d e f i n e s  p h o t o -
m e t r i c  c o o r d i n a t e s  ( C l ' P '  E
p
'  i p )  o f  a  p o i n t  P  
w h o s e  b r i g h t n e s s  i s  m e a s u r e d  b y  r e f e r e n c e  t o  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h :  
T o  O b s e r v e  
O n  E a r t h  
d -
p  
p  
T o  
S u n  
w h e r e  i p  i s  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  o f  t h e  s o l a r  
r a y s ,  E p  i s  t h e  a n g l e  o f  r e f l e c t i o n  o f  t h e s e  r a y s  
t o  t h e  o b s e r v e r  o n  e a r t h ,  a n d  Q '  i s  t h e  p h a s e  a n g l e  
p  
o f  t h e  s u n  w i t h  r e s p e c t  t o  e a r t h ,  t h e n  t h e  b r i g h t n e s s  
o f  P  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  
p * =  p *  f  ( i  , E  ,  C l '  ) .  
o  p  p  p  
( 3 1  )  
I n  E q  ( 3 1 ) ,  p *  i s  c a l l e d  t h e  1 1  b r i g h t n e s s  f a c t o r , : '  o r  
t h e  r a t i o  o f  t h e  b r i g h t n e s s  o f  t h e  d i f f u s i n g  s u r f a c e  
a t  p o i n t  P  t o  t h e  b r i g h t n e s s  o f  a  w h i t e  s c r e e n  o f  
t h e  s a m e  s i z e  p l a c e d  n o r m a l l y  t o  t h e  s u n ,  a n d  i t  
c a n  b e  d i r e c t l y  c o m p a r e d  w i t h  t h e  b r i g h t n e s s  o f  
t e r r e s t r i a l  o b j e c t s .  T h e  n o r m a l i z e d  f a c t o r  f  
d e p e n d s  o n  t h e  p h o t o m e t r i c  c o o r d i n a t e s  o f  P  s u c h  
t h a t  f  =  1  w h e n  i p  =  0 ° ,  E p  =  0 °  a n d  Q ' p  =  0 ° .  
*  
H e n c e  P O '  o r  t h e  n o r m a l  a l b e d o ,  i s  t h e  v a l u e  o f  
p  f o r  a n  o b j e c t  n e a r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  f u l l  m o o n .  
I t  s h o u l d  b e  r e m a r k e d  t h a t  t h e  b r i g h t n e s s  o f  e v e r y  
d e t a i l  o f  t h e  m o o n  r e a c h e s  i t s  m a x i m u m  a t  f u l l  
m o o n ,  a n d  a t  t h a t  t i m e  t h e  b r i g h t n e s s  o f  s t r u c t u r a l l y  
s i m i l a r  d e t a i l s  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  s o l a r  p o s i -
t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e m ,  i .  e . ,  f  =  1  w h e n  i  =  E  
I I - I 7  
r - -
( s e e  B o b r o v n i k o f f ,  R e f .  1 9 ,  p  6 8 ) .  T h e  f o l l o w i n g  
t a b l e  o f  n o r m a l  a l b e d o s  P o  o f  l u n a r  f e a t u r e s  h a s  
b e e n  t a k e n  f r o m  K u i p e r  ( R e f .  8 ,  p  2 3 6 )  a n d  w a s  
o b t a i n e d  f r o m  a  c a t a l o g u e  o f  1 0 4  n o r m a l  v i s u a l  
a l b e d o s  w h i c h  w e r e  r e d u c e d  t o  a b s o l u t e  v a l u e s :  
L o c a t i o n  
p  ' "  
0  
D a r k e s t  s p o t  ( i n s i d e  O c e a n u s  
P r o c e l l a r u m  A q  =  6 0 ° ,  < l > q  =  + 2 7 ° )  
0 . 0 5 1  
M a r i a  ( s e a s )  
0 . 0 6 5  
P a l u d e s  ( m a r s h e s )  O .  0 9 1  
M o u n t a i n  r e g i o n s  
0 . 1 0 5  
C r a t e r  b o t t o m s  O .  1 1 2  
B r i g h t  r a y s  o .  1 3 1  
B r i g h t e s t  s p o t  ( A r i s t a r c h u s )  
o .  1 7 6  
T h e  r a t i o  o f  b r i g h t n e s s  b e t w e e n  t h e  b r i g h t e s t  
a n d  d a r k e s t  p o i n t s  i s  3 . 4 5 ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  
1 .  3 4  s t e l l a r  m a g n i t u d e s .  
O n e  c a n  o b s e r v e  t h e  a s h e n  l i g h t  o n  t h e  m o o n ;  
t h i s  i s  s u n l i g h t  w h i c h  r e a c h e s  t h e  o b s e r v e r  f r o m  
t h e  d a r k  h e m i s p h e r e  o f  t h e  m o o n  a f t e r  h a v i n g  
b e e n  r e f l e c t e d  f r o m  t h e  e a r t h .  I t  i s  a b o u t  4 0 0 0  
t i m e s  f a i n t e r  t h a n  m o o n l i g h t .  S e a s o n a l  a n d  
d i u r n a l  v a r i a t i o n  h a s  b e e n  d e t e c t e d  i n  t h e  b r i g h t -
n e s s  ( s e e  F i e l d e r ,  R e f .  2 0 ,  p  5 5 ) .  I n  a d d i t i o n ,  
t h e r e  i s  o b s e r v a t i o n a l  e v i d e n c e  f r o m  s p e c t r o -
s c o p i c  d a t a  t h a t  t h e r e  a r e  l u m i n e s c e n t  s u b s t a n c e s  
o n  t h e  m o o n .  
T h e  s u r f a c e  o f  t h e  m o o n  s e e m s  t o  b e  q u i t e  
v a r i e d  i n  c o l o r .  T h e s e  c o l o r s  r a n g e  f r o m  t h e  
g r e e n i s h  t i n t  o f  t h e  m a r i a  t o  y e l l o w  a n d  o r a n g e  
h u e s  o n  t h e  c o n t i n e n t s  a n d  m o u n t a i n s .  T h e s e  
s h a d e s  h a v e  a l s o  b e e n  p h o t o g r a p h e d  a n d  a r e  
r e p r e s e n t e d  o n  m a n y  o f  t h e  l u n a r  m a p s  l i s t e d  i n  
S u b s e c t i o n  A - 2 g  o f  C h a p t e r  I I I .  H o w e v e r ,  m e a s -
u r e m e n t s  o f  l u n a r  c o l o r  b y  p h o t o g r a p h y  t h r o u g h  
f i l t e r s  y i e l d  a  s u r p r i s i n g l y  s m a l l  c o l o r a t i o n  
r a n g e  ( s e e  B o b r o v n i k o f f ,  R e f .  1 9 ,  p  7 1 ) .  
c .  T e m p e r a t u r e  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  
I f  t h e  m o o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  a  b l a c k  b o d y  i n  
t h e r m a l  e q u i l i b r i u m ,  i t s  t e m p e r a t u r e  i s  g i v e n  b y  
t h e  S t e f a n - B o l t z m a n n  l a w ;  
W a  
=  ( J  T 4  
( 3 2 )  
w h e r e  W a  w a t t s  1 m 2  i s  t h e  t o t a l  a m o u n t  o f  r a d i -
a t e d  p o w e r  b y  u n i t  a r e a  o f  t h e  l u n a r  a r e a  w h o s e  
t e m p e r a t u r e  i s  t o  b e  c a l c u l a t e d ,  T  i s  t h e  a b s o l u t e  
- 8  
t e m p e r a t u r e  i n  o K ,  a n d  ( J  =  5 . 6 7  x  1 0  w a t t s  I  
m
2  
_ ( O K ) 4  i s  t h e  S t e f a n - B o l t z m a n n  c o n s t a n t .  L e t  
r
O
( !  b e  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  m o o n  f r o m  t h e  s u n .  
T h e  t o t a l  r a d i a t e d  s o l a r  p o w e r  c r o s s i n g  a  s p h e r e  
o f  r a d i u s  r
O
( {  i s  4 1 1  r ! < r  W  « .  '  a n d ,  b y  d e f i n i -
t i o n  o f  t h e  s o l a r  c o n s t a n t  S ,  t h e  t o t a l  r a d i a t e d  
I I - l S  
p o w e r  c r o s s i n g  a  s p h e r e  o f  r a d i u s  r O E ! )  =  1  A U  
i s  4 T T  r 0 2  S .  F r o m  c o n s e r v a t i o n  o f  e n e r g y ,  
. E ! )  
W a  =  ( : 0 E ! ) ) 2  S  
O ( !  
( 3 3  )  
a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  a r e a  
b e c o m e s  
r  1 / 2  
T  =  ( ' O E ! )  \  
r o i l  
(~) 1 / 4  
( 3 4 )  
2  
F o r  S  =  1 3 7 9  w a t t s / m  ( A l l e n ,  R e f .  2 2 )  a n d  
- - _  . .  - - -
r  =  T O " ' "  i t  f o l l o w s  t h a t  T  ~ 3 9 4 . 5 °  K  =  1 2 1 . 5 °  C .  
O d  · w  
T h i s  v a l u e  s h o u l d  b e  r e g a r d e d  a s  t h e  m a x i m u m  
t e m p e r a t u r e  t h a t  t h e  l u n a r  s u r f a c e  c a n  a t t a i n ,  
s i n c e  i n  p r a c t i c e  s o m e  e n e r g y  c a n  f l o w  t o  t h e  
i n t e r i o r  o f  t h e  m o o n ,  a n d  s o m e  e n e r g y  i s  r e -
f l e c t e d .  
T h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  m o o n  i s  a  v e r y  
d i f f i c u l t  q u a n t i t y  t o  m e a s u r e .  L u n a r  t e m p e r a t u r e  s  
h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d  b y  i n v e s t i g a t i n g  t h e  e m i t t e d  
l i g h t  o f  t h e  m o o n  a t  v a r i o u s  w a v e l e n g t h s  ( r a d i o -
m e t r i c  m e a s u r e m e n t s ) .  P r o b l e m s  a r i s e  w i t h  
t h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  m e a s u r i n g  i n s t r u m e n t  a n d  t h e  
p e n e t r a t i o n  o f  t h e  r a d i a t i o n  i n t o  t h e  l u n a r  s u r f a c e  
a s  w e l l .  T h u s  o n e  c a n  a t  b e s t  o b t a i n  a n  a v e r a g e  
t e m p e r a t u r e  o v e r  s o m e  a r e a  a t  s o m e  e s t i m a t e d  
d e p t h  b e l o w  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  a n d  t h e  t e m p e r a -
t u r e  o f  c e r t a i n  l u n a r  r o c k s ,  i .  e . ,  a  s p e c i f i c  l o c a l  
t e m p e r a t u r e ,  c a n n o t  b e  d e t e r m i n e d .  
V a r i a t i o n s  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  
d e p e n d  o n  t h e  t h e r m a l  i n e r t i a  c o n s t a n t ,  
K  =  ( } . . .  p  c ) - 1 /
2  
( 3 5  )  
w h e r e > .  ( c a l / c m
2
- s e c )  i s  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y  
o f  t h e  s u r f a c e  m a t e r i a l ,  p  ( g r a m s  I  c m  
3
)  i s  i t s  
d e n s i t y ,  a n d  c  ( c a l / g r a m )  i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  
p e r  u n i t  m a s s ,  a l l  m e a s u r e d  i n  c g s  u n i t s .  O p t i c a l  
l u n a r  o b s e r v a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  K  : :  1 0 0 0 .  H o w -
e v e r ,  M u n c e y  ( R e f .  2 3 )  h a s  p o s t u l a t e d  t h a t  A  a n d  
c  v a r y  w i t h  t h e  a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e  i n  v a c u o ,  
a n d  K  f o r  3 0 0 °  K  ~ 2 7 °  C  s h o u l d  b e  b e t w e e n  2 0 0  
a n d  3 0 0 .  
R a d i o m e t r i c  o b s e r v a t i o n s  o f  l u n a r  s u r f a c e  
t e m p e r a t u r e s  i n d i c a t e  a  m a x i m u m  t e m p e r a t u r e  
o f  a b o u t  1 3 0 °  C  a n d  a  v e r y  u n r e l i a b l e  m i n i m u m  
o f  - 1 5 3 °  C  d e p e n d i n g  o n  t h e  p h a s e  o f  t h e  m o o n .  
S o m e  r e c e n t  m e a s u r e m e n t s  b y  M e z g e r  a n d  S t r a s s l  
( R e f .  2 9 )  i n d i c a t e  a  s u b s u r f a c e  e q u i l i b r i u m  t e m -
p e r a t u r e  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p h a s e s .  
L u n a r  s u r f a c e  i s o t h e r m s  w h i c h  w e r e  o b t a i n e d  
b y  G e o f f r i o n , e t  a l .  ( R e f .  2 5 )  h a v e  b e e n  g i v e n  a s  
a  f u n c t i o n  o f  p h a s e  i n  S p a c e  a n d  P l a n e t a r y  E n -
v i r o n m e n t s  ( R e f .  2 6 ) .  A  r o u g h  e s t i m a t e  o f  
a v e r a g e  l u n a r  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e s  a s  a  f u n c t i o n  
o f  t h e  l u n a r  d a y  ( 1  l u n a r  d a y  =  1  s y n o d i c  m o n t h  =  
2 9
d  
1 2 h  4 4
m  
2~9) h a s  b e e n  g i v e n  i n  F i g .  3 .  T h e  
d a t a  i n  F i g .  3  i s  b a s e d  o n  P e t t i t  a n d  N i c h o l s o n 1 s  
d a t a  ( R e f .  2 7 )  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  t h a t  t h e  
t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n s  i n  l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e  
a r e  i d e n t i c a l  ( i .  e .  ,  t h e  s u r f a c e  i s o t h e r m s  a r e  
c i r c u l a r )  a n d  t h a t  t h e  e c l i p t i c  a n d  l u n a r  e q u a t o r i a l  
p l a n e s  c o i n c i d e ;  t h e  s o l a r  i r r a d i a t i o n  a t  t h e  
s u b s o l a r  p o i n t  h a s  b e e n  t a k e n  a s  g i v e n  b y  t h e  s o l a r  
2  
c o n s t a n t ,  S  =  1 3 9 6 . 4  w a t t s / m  .  
d .  L u n a r  m a g n e t i c  f i e l d  
T h e  i n s t r u m e n t a t i o n  o n  t h e  S o v i e t  L u n i k  I I  
s p a c e  v e h i c l e  d i d  n o t  d e t e c t  a  l u n a r  m a g n e t i c  
f i e l d .  T h e s e  m e a s u r e m e n t s  p u t  a n  u p p e r  l i m i t  
o n  t h e  l u n a r  m a g n e t i c  f i e l d  o f  3  x  1 0 -
4  
g a u s s ,  
w h i c h  c o m p a r e s  t o  a  f i e l d  s t r e n g t h  o f  0 . 6  g a u s s  
i n  t h e  p o l a r  r e g i o n  o f  t h e  e a r t h .  T h u s  t h e  l u n a r  
f i e l d  i s  v e r y  w e a k  c o m p a r e d  t o  t h e  e a r t h ' s .  H o w -
e v e r ,  o n e  c a n  s t i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  
- 5  
o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  2 . 5  x  1 0  
g a u s s ,  d u e  t o  t h e  g e n e r a l  i n t e r p l a n e t a r y  m a g n e t i c  
f i e l d ,  r i s i n g  t o  a  m a x i m u m  o f  4  x  1 0 -
4  
g a u s s  a t  
p e r i o d s  o f  h i g h  s o l a r  a c t i v i t y  ( R e f .  2 6 ,  p  1 0 2 ) .  
e .  L u n a r  s u r f a c e  c h a r a c t e r i s t i c s  
T h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s u r f a c e  a n d  t h e  s u b s u r -
f a c e  l a y e r s  o f  t h e  m a r i a ,  c o n t i n e n t s ,  a n d  m o u n -
t a i n s  v a r i e s  a c c o r d i n g  t o  d i f f e r e n t  t h e o r i e s  a b o u t  
t h e  o r i g i n  o f  t h e  m a j o r  s u r f a c e  f e a t u r e s .  O n e  
t h e o r y  p o s t u l a t e s  t h e  v o l c a n i c  o r i g i n  o f  t h e s e  
f e a t u r e s ,  w h i l e  a n o t h e r  p o s t u l a t e s  m e t e o r i t i c  
o r i g i n .  T h e  s p e c t r o s c o p i c ,  r a d i o m e t r i c ,  r a d a r  
a n d  r a d i o  d a t a  o n  t h e  m o o n  s u g g e s t  a  s u r f a c e  
c o v e r  o f  d u s t  o r  f i n e l y  g r o u n d  p o w d e r ,  b u t  t h e r e  
i s  d i s a g r e e m e n t  o n  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  d u s t  l a y e r .  
I t  i s  a s s u m e d  t o  v a r y  i n  t h i c k n e s s  f r o m  a  f e w  
m i l l i m e t e r s  t o  s e v e r a l  m e t e r s ,  a l t h o u g h  s o m e  
s m a l l  a r e a s  o n  t h e  m o o n  s e e m  t o  b e  s u b s t a n t i a l l y  
f r e e  f r o m  d u s t  c o v e r  ( B o b r o v n i k o f f ,  R e f .  1 9 ,  
p  1 0 6 ) .  B o t h  t h e  m e t e o r i t i c  a n d  v o l c a n i c  t h e o r i e s  
p r e d i c t  a  l a y e r  o f  d u s t .  
T h e  b e h a v i o r  o f  t h e  d u s t  i s  a l s o  o p e n  t o  q u e s -
t i o n .  T h e o r i e s  r a n g e  f r o m  a n  e x t r e m e l y  l o o s e  
t o p  l a y e r  h e l d  i n  s u s p e n s i o n  b y  e l e c t r o s t a t i c  
f o r c e s  a n d  s u b j e c t  t o  m i g r a t i o n  ( G o l d ,  R e f .  2 8 )  
t o  a  l a y e r  o f  d u s t  g r a i n s  c e m e n t e d  t o g e t h e r  
( W h i p p l e ,  R e f .  2 0 ) .  T h e  v a c u u m  w e l d i n g  e f f e c t  
f o u n d  b y  R o c h e  ( R e f .  3 0 )  p r e d i c t s  a  s t r o n g  t e n d -
e n c y  o f  p a r t i c l e s  t o  a d h e r e  t o  e a c h  o t h e r  w h e n  
d i s t u r b e d  b y  s e i s m i c  q u a k e s .  I n  R e f .  2 6 ,  p I l l ,  
i t  i s  s t a t e d  t h a t  t h e o r e t i c a l  c o n s i d e r a t i o n s  s u g g e s t  
" d u s t  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e  w h i c h  i s  c e m e n t e d  i n t o  
a  p o r o u s ,  l o w - d e n s i t y  m a t r i x ,  w e a k  c o m p a r e d  t o  
s e d i m e n t a r y  r o c k s  o n  e a r t h  b u t  s t r o n g  c o m p a r e d  
t o  e a r t h  d u s t  a n d  n o t  s u b j e c t  t o  m i g r a t i o n .  "  
T h e  m i c r o f e a t u r e s  ( i .  e .  ,  u n o b s e r v a b l y  s m a l l  
f e a t u r e s )  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  a r e  a l s o  o p e n  t o  
q u e s t i o n .  R a d a r  m e a s u r e m e n t s  s e e m  t o  i n d i c a t e  
b o t h  a  s m o o t h  a n d  r o u g h  s u r f a c e  o n  t h e  d e c i m e t e r  
s c a l e  ( s e e  R e f .  2 6 ,  P  1 1 2 ) ,  w h i l e  t h e  p h o t o m e t r i c  
i n t e r p r e t a t i o n s  o f  S y t i n s k a y a  ( R e f .  3 1 )  i n d i c a t e  a  
m e a n  d i m e n s i o n  o f  t h e s e  m i c r o f e a t u r e s  o f  t h e  
o r d e r  o f  s e v e r a l  m i l l i m e t e r s  t o  s e v e r a l  c e n t i -
m e t e r s .  
f .  N a t u r a l  r e s o u r c e s  o n  t h e  m o o n  
A  g o o d  r e f e r e n c e  o n  l u n a r  n a t u r a l  r e s o u r c e s  
i s  R e f .  2 6 , p p  1 1 4  t o  1 2 1  a n d  t h e  l i s t e d  s o u r c e s .  
T h e  c o n c l u s i o n  i n  t h a t  r e f e r e n c e  i s  t h a t  l i m i t e d  
a m o u n t s  o f  u s e f u l  m a t e r i a l s  m a y  b e  p r e s e n t  o n  
I I  - 1 9  
t h e  l u n a r  s u r f a c e .  O n e  o f  t h e s e  u s e f u l  m a t e r i a l s  
c o u l d  b e  w a t e r .  D u e  t o  t h e  l o w  v a p o r  p r e s s u r e  
o f  w a t e r  a t  - 1 5 0 °  C ,  i t  c o u l d  r e m a i n  i n  t h e  s o l i d  
s t a t e  a t  z e r o  p r e s s u r e  f o r  m i l l i o n s  o f  y e a r s .  
S u c h  s u r f a c e  c o n d i t i o n s  e x i s t  i n  s o m e  l u n a r  a r e a s  
w h i c h  r e m a i n  i n  p e r p e t u a l  s h a d o w .  T h e r e  m i g h t  
a l s o  b e  l a r g e  i c e  d e p o s i t s  s e a l e d  o f f  b e n e a t h  t h e  
l u n a r  s u r f a c e .  I t  h a s  b e e n  p r e d i c t e d  t h a t  t h e  
v o l a t i l e  m a t e r i a l s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a r t h  v o l c a n i s m  
s u c h  a s  H
2
0 ,  H
2
S ,  C O
2  
a n d  S 0 2  h a v e  b e e n  c o n -
c e n t r a t e d  n e a r  t h e  m a r g i n s  o f  t h e  c i r c u l a r  m a r i a .  
g .  L u n a r  a t m o s p h e r e  
T h e  l u n a r  a t m o s p h e r e  m u s t  b e  e x t r e m e l y  
r a r e f i e d ,  a s  d e t e r m i n e d  f r o m  s u c h  o b s e r v a t i o n a l  
e v i d e n c e  a s  s h a r p  s u r f a c e  s h a d o w s ,  s u d d e n  s t a r  
o c c u l t a t i o n  a n d  t h e  a b s e n c e  o f  r e f r a c t i o n  p h e n o m -
e n a  d u r i n g  s o l a r  e c l i p s e s .  J e a n s  ( R e f .  3 2 )  w a s  
a b l e  t o  s h o w  f r o m  c o n s i d e r a t i o n s  o f  k i n e t i c  t h e o r y  
t h a t ,  u n d e r  c e r t a i n  a s s u m p t i o n s ,  i f  t h e  r o o t - m e a n -
s q u a r e  v e l o c i t y  ~( V2) o f  t h e  i n d i v i d u a l  m o l e c u l e s  
o f  a  p l a n e t ' s  a t m o s p h e r e  i s  0 . 2  V  ,  w h e r e  V  
p  P  
i s  t h e  p a r a b o l i c  o r  e s c a p e  v e l o c i t y  o f  t h e  p l a n e t ,  
t h e n  a t m o s p h e r i c  d i s s i p a t i o n  p e r i o d s  o f  1 0 0  m i l l i o n  
y e a r s  c a n  b e  e x p e c t e d .  T h e  l o w  v a l u e  o f  V  
P  
2 . 3 7 5  k m /  s e c  f o r  t h e  m o o n  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  
e a r t h ' s  v a l u e  o f  V  =  1 1 .  1 8 6  k m /  s e c  w o u l d  t h e n  
p  
s u g g e s t  t h a t  o n l y  m o l e c u l e s  w i t h  a  h i g h  m o l e c u -
l a r  w e i g h t  s u c h  a s  S 0 2 '  C O
2
,  H
2
S  c a n  b e  r e -
t a i n e d  b y  t h e  m o o n  f o r  l o n g  p e r i o d s  o f  t i m e .  
S o m e  r a d i o g e n i c  k r y p t o n ,  x e n o n ,  a r g o n ,  r a d o n  
a n d  h e l i u m  s h o u l d  b e  c o n t i n u a l l y  r e l e a s e d  f r o m  
t h e  l u n a r  i n t e r i o r ,  a n d  s o m e  g a s e s  m a y  b e  r e -
l e a s e d  d u r i n g  t h e  v a p o r i z a t i o n  o f  i c e  d e p o s i t s .  
H o w e v e r ,  t h e  l a t t e r  w o u l d  e s c a p e  r a t h e r  r a p i d l y  
d u e  t o  t h e  l o w  v a l u e  o f  V  p .  H e n c e ,  t h e  c o m p o -
s i t i o n  o f  t h e  l u n a r  a t m o s p h e r e  i s  o p e n  t o  q u e s -
t i o n .  T h e  f o l l o w i n g  t a b l e ,  t a k e n  e s s e n t i a l l y  
f r o m  F i e l d e r  ( R e f .  2 0  ,  P  1 1 5 ) ,  g i v e s  m a x i m u m  
d e n s i t i e s  o f  t h e  l u n a r  a t m o s p h e r e  a s  e s t a b l i s h e d  
b y  v a r i o u s  m e t h o d s :  
l M a x i m u m  D e n s i t y  
o f  t h e  L u n a r  
A t m o s p h e r e  
O b s e r v a t i o n  M e t h o d  
S o u r c e  ( a t m o s p h e r e s )  
1  A b s e n c e  o f  R u s s e l ,  D u g a n a q d  
<  1 0 -
4  
t w i l i g h t  
S t e w a r t  ( R e I .  3 3 )  
2  
P h o t o g r a p h y  
L i p s k i  ( R e f .  3 4 )  
<  1 0 -
4  
o f  t w i l i g h t  
i n  g r e e n  
l i g h t  w i t h  a  
p o l a r i m e t e r  
I  
3  
P h o t o g r a p h y  
L y e t  a n d  
<  1 0 -
8  
o f  t w i l i g h t  
D o l l i u s  ( R e f .  3 5 )  
i n  y e l l o w  
I  
l i g h t  w i t h  
a  2 0 - c m  
c o r o n o g r a p h  
4  
P h o t o g r a p h y  
D o l l i u s  ( R e f .  3 6 )  
<  1 0 -
9  
o f  t w i l i g h t  i n  
o r a n g e  l i g h t ,  
w i t h  a  2 0 -
e m  c o r o n o -
g r a p h  a n d  a  
p o l a r i s c o p e  
5  
R e f r a c t i o n  
E l s m o r e  a n d  
<  1 0 -
1 2  
o f  r a d i o  
W h i t f i e l d  
w a v e s  i n  
( R e f .  3 7 )  
t h e  l u n a r  
i o n o s p h e r e  
6  
R e f r a c t i o n  C o s t a i D ,  
<  1 0 -
1 3  
o f  r a d i o  E l s m o r e  a n d  
w a v e s  i n  
W h i t f i e l d  
t h e  l u n a r  ( R e f .  3 8 )  
i o n o s p h e r e  
I  
I n  g e n e r a l ,  t h e  m i n i m u m  d e n s i t y  o n  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  i s  a s s u m e d  t o  b e  t h e  s a m e  a s  t h a t  o f  t h e  
i n t e r p l a n e t a r y  m e d i u m .  H o w e v e r ,  ( j p i k  a n d  
S i n g e r  ( R e f .  3 9 )  h a v e  p o s t u l a t e d  z e r o  p r e s s u r e  
d u e  t o  t h e  r e p u l s i o n  o f  i o n i z e d  g a s  m o l e c u l e s  b y  
t h e  p o s i t i v e l y  c h a n g e d  l u n a r  s u r f a c e .  U n d e r  t h e s e  
c i r c u m s t a n c e s  a  m a x i m u m  l u n a r  a t m o s p h e r i c  
- 1 2  
d e n s i t y  o f  1 0  a t m o s p h e r e s  c a n  b e  a s s u m e d  
- 1 3  
( B o b r o v n i k o f f ) ,  c o m p a r e d  t o  1 0  a t m o s p h e r e s  
a s s u m e d  i n  R e f .  2 6 .  
L o c a l l y  t h e  a t m o s p h e r i c  d e n s i t y  w a y  e x c e e d  
t h e s e  v a l u e s  d u e  t o  v e r y  r a r e  g a s e o u s  d i s c h a r g e s .  
T h e r e  h a v e  b e e n  o b s e r v a t i o n s  o f  h a z i n e s s  n e a r  
s o m e  f e a t u r e s ,  n o t a b l y  o f  a  " v o l c a n i c  e r u p t i o n "  
i n  t h e  c r a t e r  A l p h o n s u s  o b s e r v e d  b y  K o z y r e v  
( R e f .  4 0 ) .  A g a i n ,  f r o m  k i n e t i c  t h e o r y  c o n s i d -
e r a t i o n s ,  m o s t  o f  t h e s e  g a s e s  q u i c k l y  e s c a p e  
f r o m  t h e  m o o n .  
D u e  t o  t h e  a b s e n c e  o f  a  l u n a r  a t m o s p h e r e ,  t h e  
s u r f a c e  o f  t h e  m o o n  i s  b o m b a r d e d  m u c h  m o r e  
f r e q u e n t l y  b y  m e t e o r i t e s ,  m i c r o m e t e o r i t e s ,  
c o s m i c  r a y s  a n d  h i g h - e n e r g y  s o l a r  r a d i a t i o n  ( s u c h  
a s  X  - r a y s  a n d  v - r a y s )  t h a n  t h e  e a r t h .  T h e  r a d i a -
t i o n  a n d  m e t e o r i t i c  e n v i r o n m e n t  n e a r  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  i s  p r o b a b l y  n o t  m u c h  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  
i n  c i s l u n a r  s p a c e ,  s i n c e  s u c h  a n  a t m o s p h e r e  c a n  
p r o v i d e  n o  s h i e l d i n g .  
h .  S u m m a r y  
T h e  l u n a r  e n v i r o n m e n t a l  d a t a  h a s  b e e n  d i s -
c u s s e d  i n  n a r r a t i v e  f o r m  f o r  t h i s  h a n d b o o k  b e -
c a u s e  o f  i t s  i m p o r t a n c e  f o r  l u n a r  f l i g h t .  T h e  
m a j o r  r e f e r e n c e s  u s e d  f o r  t h i s  d i s c u s s i o n  h a v e  
b e e n  R e f s .  8 ,  1 9 ,  2 0 ,  2 1  a n d  2 6 ,  a n d  t h e  s o u r c e s  
i n d i c a t e d  i n  t h e s e  r e f e r e n c e s .  I f  i t  i s  d e s i r e d  
t o  t r a c e  t h e  l u n a r  e n v i r o n m e n t a l  i n f o r m a t i o n  t o  
t h e  s o u r c e ,  t h e  m a j o r  r e f e r e n c e s  w h i c h  g i v e  t h e  
s o u r c e  s h o u l d  b e  c o n s u l t e d .  A l l  n u m e r i c a l  d a t a  
o n  t h e  l u n a r  e n v i r o n m e n t  h a s  b e e n  e i t h e r  r e f -
e r e n c e d  t o  t h e  m a j o r  r e f e r e n c e  o r  t o  t h e  s o u r c e  
i t s e l f  t o  a l l o w  f u r t h e r  c h e c k i n g  o f  n u m e r i c a l  d a t a .  
O u r  p r e s e n t  i d e a s  a b o u t  s u r f a c e  c o n d i t i o n s  o n  
t h e  m o o n  c a n  b e  s u m m a r i z e d  a s  f o l l o w s  ( s e e  
a l s o  B o b r o v n i k o f f ,  R e f .  1 9 ,  P  1 0 8 ) :  
( 1 )  T h e  l u n a r  s u r f a c e  h a s  a  r o u g h  m i c r o -
r e l i e f  w i t h  m a n y  s m a l l  p i t s ,  d e p r e s -
s i o n s  a n d  e l e v a t i o n s .  
( 2 )  T h e  v e r t i c a l  r e l i e f  ( m a c r o r e l i e f )  i s  
h i g h ,  b u t  t h e  s l o p e s  a r e  g e n e r a l l y  g e n t l e .  
( 3 )  T h e  l u n a r  s u r f a c e  c o n s i s t s  o f  d u s t  
( p r o b a b l y  r a d i o a c t i v e )  w h i c h  i s  c e -
m e n t e d  i n t o  a  p o r o u s ,  l o w - d e n s i t y  
m a t r i x  n o t  s u b j e c t  t o  m i g r a t i o n .  
( 4 )  T h e r e  i s  n o  a p p r e c i a b l e  a t m o s p h e r e ,  
t h e  u p p e r  l i m i t  o n  a t m o s p h e r i c  d e n s i t y  
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b e i n g  1 0  a t m o s p h e r e s .  
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( 5 )  L o c a l l y ,  g a s e s  m u s t  b e  e s c a p i n g ,  a n d  
s e i s m i c  q u a k e s  m u s t  b e  r a t h e r  c o m -
m o n .  
( 6 )  T h e  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n s  a r e  e x -
t r e m e l y  g r e a t ,  f r o m  a  m a x i m u m  o f  
a b o u t  + 1 3 0 °  C  n e a r  t h e  s u b s o l a r  p o i n t  
t o  a  m i n i m u m  o f  a b o u t  - 1 5 0 °  C .  
( 7 )  T h e r e  i s  n o  a p p r e c i a b l e  l u n a r  m a g -
n e t i c  f i e l d .  
( 8 )  T h e r e  i s  n o  s h i e l d i n g  o f  t h e  l u n a r  s u r -
f a c e  f r o m  t h e  b o m b a r d m e n t  o f  m e t e -
o r i t e s ,  m i c r o m e t e o r i t e s ,  p a r t i c l e s  a n d  
r a d i a t i o n  w h i c h  a f f e c t  t h e  s t r u c t u r e ,  
t e x t u r e  a n d  c o m p o s i t i o n  o f  t h e  s u r f a c e .  
S o m e  l u n a r  e n v i r o n m e n t a l  d a t a ,  a s  i t  w a s  a c -
q u i r e d  b y  t h e  s p a c e  v e h i c l e s  l i s t e d  i n  S e c t i o n  D  
o f  t h i s  c h a p t e r ,  h a s  a l r e a d y  b e e n  i n c o r p o r a t e d  
i n  t h e  p r e s e n t  w r i t e u p .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  
a g a i n  t h a t  p l a n n e d  s p a c e  v e h i c l e  f l i g h t s  i n t o  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n  a n d  e x p l o r a t i o n  o f  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  w i l l  y i e l d  m u c h  m o r e  d a t a  a n d  m a y  m o d i -
f y  o u r  p r e s e n t  i d e a s  o n  t h e  n e a r  - m o o n  e n v i r o n -
m e n t .  
C .  S Y S T E M S  O F  U N I T S  A N D  
C O N V E R S I O N  T A B L E S  
T h r o u g h o u t  t h e  L u n a r  F l i g h t  H a n d b o o k  t h e  
a b s o l u t e  M K S  s y s t e m  o f  u n i t s ,  w h i c h  i s  b a s e d  
o n  t h e  m e t e r  a s  t h e  b a s i c  u n i t  o f  l e n g t h ,  t h e  
k i l o g r a m  a s  t h e  b a s i c  u n i t  o f  m a s s ,  a n d  t h e  s e c -
o n d  a s  t h e  b a s i c  u n i t  o f  t i m e ,  h a s  b e e n  u s e d .  I n  
o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  c o m p a r e  t h e  h a n d b o o k  d a t a  
w i t h  t h a t  p r e s e n t e d  e l s e w h e r e ,  t h e  s y s t e m s  o f  
u n i t s  i n  c o m m o n  u s e  a n d  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  b e -
t w e e n  t h e  u n i t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  s u m m a r y  f o r m  
i n  t h i s  s e c t i o n .  M o r e  i n f o r m a t i o n  o n  u n i t s  a n d  
c o n v e r s i o n s  c a n  b e  f o u n d  i n  J u d s o n  ( R e f .  4 1 ) .  
I t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h i s  o r  l a t e r  r e f e r e n c e s  b e  
c o n s u l t e d ,  s i n c e  t h e  m e t r i c  e q u i v a l e n t s  o f  t h e  
U . S .  f o o t ,  a n d  U . S .  p o u n d  ( a v o i r d u p o i s )  h a v e  
r e c e n t l y  b e e n  c h a n g e d  s l i g h t l y  b y  a c t  o f  C o n g r e s s .  
A n o t h e r  g o o d  r e f e r e n c e  o n  u n i t s  o f  m e a s u r e m e n t  
i s  G r e e n  ( R e f .  4 2 ) ,  w h o  a l s o  d i s c u s s e s  e l e c t r i -
c a l  s y s t e m s  o f  u n i t s .  A s t r o n o m i c a l  u n i t s  h a v e  
b e e n  d i s c u s s e d  t o  s o m e  e x t e n t  b y  H e r r i c k ,  
B a k e r ,  a n d  H i l t o n  ( R e f .  2 )  a n d  i n  t h e  s t a n d a r d  
t e x t b o o k s  o f  a s t r o n o m y .  
1 .  S y s t e m s  o f  M e c h a n i c a l  a n d  A s t r o n o m i c a l  U n i t s .  
T h e  u n i t  f o r c e  i n  a n  a b s o l u t e  s y s t e m  o f  u n i t s  
g i v e s  u n i t  a c c e l e r a t i o n  t o  u n i t  m a s s ,  w h i l e  t h e  
u n i t  f o r c e  i n  a  g r a v i t a t i o n a l  s y s t e m  o f  u n i t s  g i v e s  
t h e  a c c e l e r a t i o n  o f  g o  t o  a  u n i t  m a s s  ( s e e  T a b l e  7 ) .  
T h e r e  a r e  t w o  t y p e s  o f  g r a v i t a t i o n a l  u n i t s ;  c h o i c e  
o f  e i t h e r  d e p e n d s  o n  w h e t h e r  t h e  u n i t  o f  m a s s  i s  
n u m e r i c a l l y  e q u a l  t o  t h e  u n i t  m a s s  i n  t h e  a b s o l u t e  
s y s t e m  ( T y p e  2 )  o r  d i f f e r s  f r o m  i t  b y  a  f a c t o r  g o  
( T y p e  1 ) .  
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- T h e  n u m b e r s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e  u n i t s  a r e  O n l y . . . ! . .  •  ~ ( e x a c t )  a s  l a r g e  a s  t h e  n u m b e r s  a s s o c i a t e d  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  u n i t s  
o (  s y s t e m  I .  ' 0  .  
• •  T h e  n u m b e r s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e  u n i t s  a r e  o n l y . . . L .  •  ~ a s  l a r , e  a s  t h e  n u m b e r s  a s s o c i a t e d  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  u n i t s  o (  
s y s t e m  5 .  g o  .  
• • •  A U  g r a v i t a t i o n a l  u n i t s  a r e  b a s e d  o n  t h e  s t a n d a r d  a c c e l e r a t i o n  d u e  t o  g r a v i t y ,  ' a '  n o  m a t t e r  w h e r e  t h e  f o r c e  m e a s u r e m e n t  t a k e s  p l a c e .  
T h i s  w e i g h t ,  t h r u s t ,  e t c . ,  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n  I s  g i v e n  I n  t e r m s  o f  ' 0 '  n o t  t h e  l u n a r  a c c e l e r a t i o n  o (  g r a v i t y .  
( 1 )  T h e  a b s o l u t e  M K S  s y s t e m  o f  u n i t s  i n  
c o l u m n  I ,  w h i c h  i s  u s e d  b y  p h y s i c i s t s ,  
h a s  b e e n  e m p l o y e d  t h r o u g h o u t  t h e  L u n a r  
F l i g h t  H a n d b o o k .  
A u x i l i a r y  u n i t s ,  r e l a t e d  t o  t h e  b a s i c  
u n i t s  i n  t h e  t a b l e  b y  p o w e r s  o f  1 0 ,  a r e  
d e f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  s t a n d a r d  p r e -
p r e f i x e s  a n d  a b b r e v i a t i o n s  
t e r a :  
g i g a :  
m e g a :  
k i l o :  
h e c t o :  
d e k a :  
d e c i :  
c e n t i :  
m i l l i :  
m i c r o :  
n a n o :  
p i c o :  
f e m t o :  
a t t o :  
1 0
1 2  
1 9
9  
1 0
6  
1 0
3  
1 0
2  
1 0
1  
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B o t h  b a s i c  a n d  a u x i l i a r y  u n i t s  w i l l  b e  
u s e d  i n  t h e  H a n d b o o k ,  w h i c h e v e r  a r e  
m o r e  c o n v e n i e n t  i n  d e s c r i b i n g  t h e  
q u a n t i t y  i n  q u e s t i o n .  
( 2 )  T h e  g r a v i t a t i o n a l  M K S  s y s t e m  o f  u n i t s  
i n  c o l u m n  4  o f  t h e  p r e c e d i n g  t a b l e  i s  
i n  g e n e r a l  u s  e  i n  E u r o p e .  T h e  w o r d  
" k i l o g r a m "  i s  v e r y  o f t e n  u s e d  a s  t h e  
u n i t  o f  b o t h  m a s s  a n d  f o r c e .  C o n s e -
q u e n t l y ,  t h e  e x p r e s s i o n  " k i l o g r a m "  
i s  a m b i g u o u s ,  a l t h o u g h  i t s  m e a n i n g  
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a s  a  u n i t  o f  m a s s  o r  f o r c e  i s  u s u a l l y  
c l e a r  f r o m  t h e  c o n t e x t .  T o  a v o i d  c o n -
f U S i o n ,  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  d e n o t e  t h e  
b a s i c  u n i t  o f  m a s s  b y  " k i l o g r a m "  a n d  
t h e  b a s i c  u n i t  o f  f o r c e  b y  " k i l o g r a m  
f o r c e "  a s  h a s  b e e n  d o n e  i n  t h e  t a b l e  
a b o v e .  T h e  s a m e  r e m a r k  a p p l i e s  t o  
d e r i v e d  u n i t s  s u c h  a s  " g r a m , "  " m e t r i c  
t o n , "  e t c .  
( 3 )  T h e  g r a v i t a t i o n a l  M K S  s y s t e m  o f  u n i t s  
i n  c o l u m n  3  o f  t h e  p r e c e d i n g  t a b l e  i s  
u s e d  b y  E u r o p e a n  a e r o n a u t i c a l  e n g i -
n e e r s .  
( 4 )  T h e  g r a v i t a t i o n a l  F P S  s y s t e m  o f  u n i t s  
i n  c o l u m n  7  i s  i n  g e n e r a l  u s e  i n  t h e  U .  S .  
T h e  w o r d  " p o u n d "  i s  v e r y  o f t e n  u s e d  
i n t e r c h a n g e a b l y  a s  a  u n i t  o f  f o r c e  a n d  
m a s s ,  a n d  c o n s  e q u e n t l y  i t s  m e a n i n g  i s  
a m b i g u o u s .  T o  a v o i d  c o n f u s i o n ,  t h e  
b a s i c  u n i t  o f  m a s s  h a s  b e e n  d e s i g n a t e d  
" p o u n d "  a n d  t h e  b a s i c  u n i t  o f  f o r c e  h a s  
b e e n  d e S i g n a t e d  " p o u n d  f o r c e "  i n  t h e  
p r e c e d i n g  t a b l e .  A g a i n ,  t h e  s a m e  r e -
m a r k  a p p l i e s  t o  d e r i v e d  u n i t s  s u c h  a s  
" o u n c e "  a n d  " t o n .  "  
( 5 )  T h e  g r a v i t a t i o n a l  F P S  s y s t e m  o f  u n i t s  
i n  c o l u m n  6  i s  u s e d  b y  A m e r i c a n  a e r -
o n a u t i c a l  e n g i n e e r s .  T h e  b a s i c  u n i t  
o f  m a s s  i n  t h i s  s y s t e m  o f  u n i t s  i s  t h e  
s l u g .  O n e  s l u g  c o r r e s p o n d s  t o  g o  
p o u n d s  ( m a s s ) ,  s o  t h a t  t h e  m a s s  M  e x -
p r e s s e d  i n  s l u g s  i s  M /  g o '  w h e r e  M  i s  
t h e  m a s s  e x p r e s s e d  i n  p o u n d s  ( m a s s ) .  
A s t r o n o m e r s  f r e q u e n t l y  u s e  s y s t e m s  o f  u n i t s  
w h i c h  a r e  a d a p t e d  t o  c a l c u l a t i o n s  i n  d y n a m i c a l  
a s t r o n o m y .  A  c o m p a r i s o n  o f  t w o  c o m m o n  s y s -
t e m s  o f  a s t r o n o m i c a l  u n i t s  w i t h  t h e  a b s o l u t e  M K S  
s y s t e m  i s  g i v e n  i n  T a b l e  8 .  
T A B L E  8  
S y s t e m s  o f  A s t r o n o m i c a l  U n i t s  
A b s o l u t e  M K S  
A s t r o n o m i c a l  
T y p e  1  T y p e  2  
G M
1  
M 2  
K~ M 2  K~ M 2  
P r o p e r t y  
F  =  - - - - - r -
F  = - z -
F  = - - r -
r  r  r  
L e n g t h  M e t e r  ( m )  A s t r o n o m i c a l  u n i t  ( A  U )  A U  
* 1  A U  =  1 4 9 . 5 3  x  1 0
9  
m  
M a s s  K i l o g r a m  ( k g )  
S o l a r  m a s s  ( M " , )  
- - M O  
* 1  M 0  ~ 1 . 9 8 6 6  x  1 0
3 0  
k g  
T i m e  S e c o n d  ' s e c )  
M e a n  s o l a r  d a y  ( M S D )  * t o  •  5 8 .  1 3 2 4 4 0 8 7  M S D  
1  M S D  =  8 6 . 4 0 0  s e c  
U n i v e r s a l  g r a v i t a t i o n a l  * G  =  6 . 6 7 0  x  l O - l l  m
3
/ k g  s e c
2  
( A U ) 3 / 2  
_  ( A U ) 3 / 2  
* K " ,  =  0 . 0 1 7 2 0 2 0 9 8 9 5  ~
K O  - 1  ,  
c o n s t a n t  G  o r  s o l a r  g r a v i -
' "  
t a t i o n a !  c o n s t a n t  K 0  
M O  ( A U )  
• •  M O  ( A U )  
F o r c e  N e w t o n  =  1  k g  - m /  s e c  
2  
( M S D ) 2  
~ 
0  
A n g u l a r  v e l o c i t y  
R a d i a n / s e c  
r a d i a n  
r a d i a n  
~
' 0  
* V a l u e  a d o p t e d  i n  t h e  h a n d b o o k .  F o r  f u r t h e r  d e t a i l s  s e e  S e c t i o n  A .  
M  
* * I f  t h e  m a s s  M 2  i s  a n  a p p r e c i a b l e  [ r a c t i o n  o f  M 0  .  1 .  e . ,  ~ >  10-6~ 
t h e n  q u i t e  f r e q u e n t l y  t h e  u n i t  o f  m a s s  i s  c h o s e n  8 S  M  =  ( M
0  
+  M
2
"  
a n d  t h e  u n i t  o f  f o r c e  b e c o m e s  M  J A U )  .  
' 0  
T h e  a s t r o n o m i c a l  s y s t e m  o f  u n i t s ,  T y p e  1 .  h a s  
b e e n  d e f i n e d  b e c a u s e  t h e  a n g u l a r  m o t i o n  o f  t h e  
p l a n e t s  a n d  m o o n s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  m u c h  m o r e  
a c c u r a t e l y  b y  o b s e r v a t i o n  t h a n  t h e i r  d i s t a n c e s .  
A s  l o n g  a s  a l l  c a l c u l a t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  i n  
a s t r o n o m i c a l  u n i t s ,  t h e y  a r e  v e r y  a c c u r a t e .  A t  
t h e  e n d  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s  o n e  c a n  m a k e  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  t o  t h e  a b s o l u t e  M K S  l a b o r a t o r y  
u n i t s  ( s e e  S u b s e c t i o n  A  - 1 ) .  
T h e  a s t r o n o m i c a l  s y s t e m  o f  u n i t s ,  T y p e  2 ,  
h a s  b e e n  i n t r o d u c e d  i n  o r d e r  t h a t  t h e  m e a n  m o -
t i o n  ( o r  a v e r a g e  a n g u l a r  v e l o c i t y )  o f  t h e  e a r t h  
a r o u n d  t h e  s u n  h a s  m a g n i t u d e  1 .  
I n  b o t h  s y s t e m s  o f  a s t r o n o m i c a l  u n i t s ,  t h e  
d y n a m i c a l  s y s t e m  c o n s i s t s  o f  a  s p h e r i c a l  e a r t h  
i n  a n  e l l i p t i c a l  o r b i t  a r o u n d  a  s p h e r i c a l  s u n ,  s o  
t h a t  t w o - b o d y  r e s u l t s  a p p l y .  I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  
t o  c o n s t r u c t  o t h e r  s e t s  o f  a s t r o n o m i c a l  u n i t s  b y  
u s e  o f  o t h e r  p l a n e t s  o r  c o m e t s  a n d  t h e  s u n ,  o r  
o f  m o o n s  a r o u n d  p l a n e t s .  T h e  e a r t h  c a s e  i s  o f  
p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i n  l u n a r  f l i g h t  p r o b l e m s  
w h e n  a p p l i e d  t o  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  o f  a  s p h e r -
i c a l  m o o n  i n  a n  e l l i p t i c  o r b i t  a r o u n d  t h e  e a r t h .  
F o r  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m ,  t h e  u n i t  o f  l e n g t h  
b e c o m e s  t h e  l u n a r  u n i t  ( * 1  L U  =  3 8 4 , 7 4 7 . 2  k m )  
a n d  u n i t  o f  m a s s  t h e  e a r t h ' s  m a s s  ( * M
e  
=  
5 . 9 7 5 8  x  1 0
2 4  
k g ) .  T h e  u n i t  o f  t i m e  i n  a  T y p e  1  
a s t r o n o m i c a l  s y s t e m  i s  t h e  m e a n  s o l a r  d a y  ( M S D )  
a n d  t h e  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t  o f  t h e  e a r t h  b e -
c o m e s :  
* K
e  
w h e r e  
r e a  
2 r r  
T  
~ 
r e a  
M~ 
M e  + M E f )  
0 . 2 2 8 5 7 0 3 8 9  ( I : l ! 1 : / 2  
1  L U  
* T h e  v a l u e s  a a o p t e a  i n  t h e  l u n a r  h a n d b o o k  h a v e  
b e e n  u s e d  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n s .  
l _  
I I - 2 2  
* T  2 7 . 3 2 1 6 6 1 4  m e a n  s o l a r  d a y s  
M e  1  e a r t h  m a s s  
* M «  
M e  
1  
8 1 .  3 5 7  
0 . 0 1 2 2 9 1 5 0 5  ( e x a c t ) .  
T h e  u n i t  o f  t i m e  i n  a  T y p e  2  a s t r o n o m i c a l  s y s t e m  
i s  t e  =  4 . 3 7 5 0 1 9 9 0  M S D )  t h e r e f o r e ,  t h e  g r a v i -
( L U ) 3 / 2  
t a t i o n a l  c o n s t a n t  o f  t h e  e a r t h  b e c o m e s  K e  =  1  \ ! ;  
Z .  L e n g t h ,  V e l o c i t y ,  A c c e l e r a t i o n  a n d  V o l u m e !  
C a p a c i t y  U n i t  C o n v e r s i o n s  
a .  D e f i n e d  r e l a t i o n s  
M e t e r  ( m )  =  1 , 6 5 0 , 7 6 3 . 7 3  w a v e l e n g t h s  o f  t h e  
o r a n g e - r e d  r a d i a t i o n  o f  K r y p t o n - 8 6 :  t h e  
f u n d a m e n t a l  m e t r i c  u n i t  o f  l e n g t h .  
F o o t  ( f t )  =  0 . 3 0 4 8  m  ( e x a c t ) :  t h e  f u n d a m e n t a l  
U .  S .  u n i t  o f  l e n g t h .  
S e c o n d  ( s e c )  =  1 / 8 6 4 0 0  m e a n  s o l a r  d a y :  t h e  
f u n d a m e n t a l  u n i t  o f  c i v i l  t i m e .  
V e l o c i t y  u n i t s :  l e n g t h / t i m e .  
A c c e l e r a t i o n  u n i t s :  l e n g t h l  ( t i m e ) 2 .  
V o l u m e  ( o r  c a p a c i t y )  u n i t s :  ( l e n g t h ) 3 .  
T h e  f u n d a m e n t a l  u n i t  o f  v o l u m e  i s  o n e  c u b i c  
m e t e r  ( m  3 )  o r  t h e  u n i t  o f  v o l u m e  e q u a l  t o  a  
c u b e  w i t h  e d g e s  1  m  i n  l e n g t h .  
T h e  f u n d a m e n t a l  m e t r i c  u n i t  o f  c a p a c i t y  i s  t h e  
l i t e r  ( £ ) ,  w h i c h  i s  e q u a l  t o  t h e  v o l u m e  o f  1  k g  
o f  p u r e  w a t e r  a t  i t s  m a x i m u m  d e n s i t y  n e a r  
4 °  C  a n d  u n d e r  s t a n d a r d  a t m o s p h e r i c  p r e s -
s u r e  o f  7 6 0  m m  H g .  1  £  =  1 0 0 0 . 0 2 8  ( c m
3
) .  
T h e  g a l l o n  i s  a  u n i t  o f  l i q u i d  c a p a c i t y  e q u a l  t o  
2 3 1  c u b i c  i n c h e s  ( i n  3 ) .  
l  
I  
I  
\  
b .  L e n g t h  c o n v e r s i o n s  
T a b l e  9  l i s t s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f o r  s t a n d a r d  u n i t s  o f  l e n g t h .  
T A B L E  9  
L e n g t h  C o n v e r s i o n s  
I n t e r n a t i o n a l  
A s t r o n o m i c a l  U n i t s  N a u t i c a l  M i l e .  
S t a t u t e  M i l e s  M e t e r s  
1  A s t r l ' ) n o m i c : a l  U n i t  •  80.73~XI06 
9 2 .  9 1 ! . : . . . ! ! x  1 0
6  
1 4 9 . 5 2 6 6  x  1 0
9  
1  Intern<l:i~lnal N a u t i c a l  M i l e  : -
1 .  2 3 8 . l l i x  1 0 -
8  
1 .  I S O ,  7 7 9 ,  4 4 7  
1 8 5 2  
1  S t a t u t e  ,\Ill~ ' "  1 . 0 7 6 ,  ~x 1 0 -
8  
0 . 8 6 8 , 9 7 6 . 2 4 2  1 6 0 9 . 3 4 4 ·  
1  M e t e r .  
0 . 6 6 8 ,  7 ! , ! d  x  1 0 .
1 1  
0 . 5 3 9 , 9 5 6 ,  8 0 3 x  1 0 -
3  
O . 6 2 1 . 3 7 1 , 1 9 2 x I O -
3  
1  I n t e r n a t i o n a l  Y a r d ·  0 . 6 1 1 ,  5 ! 1 . . ! x  1 0 -
1 1  
0 . 4 9 3 . 7 3 6 , 5 0 1  x  1 0 -
3  
O . S 6 8 , 1 8 1 . a 1 a X I o -
3  
0 . 9 1 4 4 ·  
1  I n t e r n a t i o n a l  F o o t .  O .  2 0 3 ,  8~x 1 0 -
1 1  
0 . 1 6 4 . 5 7 8 ,  a 3 3 x  1 0 -
3  
0 . 1 8 9 , 3 9 3 , 9 3 9 x l O ·
3  
0 . 3 0 4 8 -
1  I n t e r n a t i o n a l  I n c h  : -
0 . 1 6 9 .  8~x 1 0 -
1 2  
0 . 1 3 7 . 1 4 9 ,  0 2 8 x  1 0 -
4  
0 . 1 5 7 , 8 2 8 .  2 8 2 x  1 0 -
4  
0 . 0 2 5 4 *  
1  m i c r o n  
- 6  - 1 0  
1 0  m e t e r ,  1  A n g s t r o m  u n i t  1 0  m e t e r  
c .  V e l o c i t y  c o n v e r s i o n s  
T a b l e  1 0  l i s t s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f o r  s t a n d a r d  u n i t s  o f  v e l o c i t y .  
A s t r o n o m i c a l  U n i t s  
p e r  M e a n  S o l a r  D a r  
I  A s t r o n o m i c a l  U n i t  p e r  
M e a n  S o l a r  D a y .  
1  A s t r o n o m i c a l  U n i t  p e r  
S i d e r e a l  D a y ·  
0 . 9 9 7 . 2 6 9 . 5 7  
1  I n t e r n a t i o n a l  N a u t i c a l  
O .  2 9 7 ,  2~ x  10~6 
M i l e  p e r  H o u r ·  
1  S t a t u t e  M i l e  p e r  H o u r ·  
O.  2 5 8 ,  3 . ! . £ d  x  1  a  ~6 
1  K i l o m e t e r  p e r  H o u r .  
0 ,  1 6 0 ,  5~ x  1 0 .
6  
1  M e t e r  p e r  S e c o n d .  
O.  5 7 7 ,  8~ x  10 ~ 6 
I  F o o t  p e r  S e c o n d  •  
O .  1 7 6 ,  2~ x  1 0 -
6  
- U n d e r l i n e d  d i g i t s  a r e  q u e s t i o n a b l e  •  
•  D e n o t e s  e x a c t  c o n v e r s i o n  f a c t o r .  
d .  A c c e l e r a t i o n  c o n v e r s i o n s  
T A B L E  1 0  
V e l o c i t y  C o n v e r s i o n s  
I n t e r n a t i o n a l  
A s t r o n o m i c a l  U n i t s  
N a u t i c a l  M i l e s  
S t a t u t e  M i l e s  
p e r  S i d e r e a l  D a y  
p e r  H o u r  
p e r  H o u r  
1 .  0 0 2 ,  7 3 7 ,  9 0  
3 . 364,~x 1 0
6  
3 ,  8 7 1 , ! ! 1  x  1 0
6  
3 . 3 5 4 ,  8 9 2  x  1 0
6  
3 .  8 6 0 , 2 ! , !  x  1 0
6  
O .  2 9 8 .  O~ x  10~6 
I .  1 5 0 , 7 7 9 , 4 4 7  
O .  2 5 9 ,  O~ x  10~6 
0 . 8 6 8 , 9 7 6 . 2 4 2 . 6  
0.160,9~ x  1 0 .
6  
0 . 5 3 9 , 9 5 6 , 8 0 3 , 4  
0 . 6 2 1 . 3 7 1 , 1 9 2  
0.5 79,4~6 x  1 0 -
6  
1 .  9 4 3 ,  8 4 4 ,  4 9 1  
2 . 2 3 6 , 9 3 6 , 2 8 8  
0 ,  1 7 6 .  6~ x  1 0 .
6  
0 . 5 9 2 , 4 8 3 , 8 0 0  
0 , 6 8 1 , 8 1 8 ,  t 8 1  
I n t e r n a t i o n a l  I n t e r n a t i o n a l  I n t e r n a t i o n a l  
~ F e e t  I n c h e s  
1 6 3 .  5~x 1 0
9  
4 9 0 .  5 7 2 8 x  1 0
9  
5 8 8 .  6~x l O l a  
2 0 2 5 . 3 7 1 . 8 2 8  6 0 7 6 . 1 1 5 . 4 8 5  7 2 . 9 1 3 . 3 8 5 . 8 2 6  
1 7 6 0 '  5 2 8 0  6 3 .  3 6 0 ·  
1 .  0 9 3 . 6 1 3 , 2 9 8  3 . 2 8 0 . 8 3 9 , 8 9 5  3 9 . 3 7 0 , 0 7 8 , 1 4 0  
3  
3 6  
0 . 3 3 3 , 3 3 3 , 3 3 3  1  
1 2 ·  
0 . 0 2 7 .  7 7 7 ,  7 7 7  O .  0 8 3 .  3 3 3 .  3 3 3  I  
K i l o m e t e r s  p e r  
M e t e r s  p e r  
H o u r  
S e c o n d  
F e e t  p e r  S e c o n d  
6 , 2 3 0 ,  2 7 3  x  1 0
6  
1 .  7 3 0 ,  6 3 2  x  1 0
6  
5 , 6 7 7 , 9 2 8  x  1 0
6  
6.213,~x 1 0
6  
1 .  725.~ x  1 0
6  
5 , 6 6 2 .  4 2 4  x  1 0
6  
1 , 8 5 2 ·  
0 . 5 1 4 , 4 4 4 , 4 4 4  
1 .  6 8 7 ,  8 0 9 ,  8 5 6  
1 .  6 0 9 .  3 4 4 .  
0 . 4 4 7 , 0 4 0 .  
1 . 4 6 6 , 6 6 6 , 6 6 6  
0 . 2 7 7 , 7 7 7 . 7 7 7  
0 . 9 1 1 . 3 4 4 . 4 1 5  
3 . 6 0 0 -
3 . 2 8 0 , 8 3 9 , 8 9 5  
1 . 0 9 7 , 2 8 0 ·  
0 . 3 0 4 8 ·  
T a b l e  1 1  l i s t s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f o r  s t a n d a r d  u n i t s  o f  a c c e l e r a t i o n .  
T A B L E  1 1  
A c c e l e r a t i o n  C o n v e r s i o n s  
A s t r o n o m i c a l  U n i t s  A s t r o n o m i c a l  U n i t s  I n t e r n a t i o n a l  N a u t i c a l  
S t a t u t e  M i l e s  p e r  
K i l o m e t e r s  p e r  
i n t e r n a t i o n a l  F e e t  p e r  
p e r  M e a n  S o l a r  o a . ) ' 2  
p e r  S i d e r e a l  O a . ) ' 2  
M i l e s  p e r  H o u r  
2  
H o u r  
2  
H o u r
2  
M l " l e r s  p e r  ~cond2 
S e c o n d  
2  
1  A s t r o n o m i c a l  U n i t  
p e r  S o l a r  O a y 2  •  1 . 0 0 5 , 4 8 3 , 3 0  
l . i O I ,  7 0 0  x  1 0 5  
1.613,~XIOS 2 . 595,~x 1 0 5  2 0 . 0 3 0 , 4 6  
6 5 . ? 1 ! . : . . ! !  
I  A s t r o n o m i c a l  U n i t  
p e r  S i d e r e a l  O a y 2  . .  
0 . 9 9 4 , 5 4 6 , 6 0  
1 . 3 9 4 , 0 5 6  x  1 0 5  1 .  6 0 4 ,  2 5 0  x  1 0 5  2 . 5 8 1 . 8 3 2  x  1 0 5  
1 9 . 9 2 1 , l !  
6 5 . 3 5 ! . 2 !  
I  i n t e r n a t i o n a l  N a u t i c a l  
M i l e  p e r  H o u r
2  
O.713,4~XI0·5 
O , 117,3~x 1 0 .
5  
1 . 1 5 0 . 7 7 9 , 4 4 7  
1 . 8 5 2 .  
1 . 4 2 9 , 0 1 2 . 3 4 5 "  1 0 .
4  
4 , 6 8 8 , 3 6 0 , 7 1 1  x  1 0 .
4  
1  S t a t u t e  M U e  p e r  
H o u r
2
•  0.619,9~XIO·5 0.623,3~x 1 0 .
5  
0 . 8 6 8 , 9 7 6 , 2 4 2 , 6  1 , 6 0 9 , 3 4 4  
1 . 2 4 1 . 7 7 7 , 7 7 8  x  1 0 -
4  
4 . 0 7 4 , 0 7 4 , 0 7 4  x  1 0 .
4  
I  K i l o m e t e r  p e r  
H o u r
2
•  0.38S,2~xI0·5 0.387,3~x 1 0 .
5  
0 . 5 3 9 , 9 5 6 , 8 0 3 , 4  0 . 6 2 1 . 3 1 1 , 1 9 2  
0 . 1 7 I , 6 0 4 , 9 3 8 . 2 x  1 0 ' 4  2 . 5 3 1 , 5 1 2 , 2 6 4  x  1 0 .
4  
I  M e t e r  p e r  ~c:ond2 . .  0 . 0 4 9 , 9 2 3 , 9 7  
0 . O50,19~ 
0 . 6 9 9 , 7 8 4 . 0 1 7 , 6  x  1 0
4  
0 . 8 0 5 , 2 9 7 , 0 6 4 , 9  x  1 0
4  
1 2 , 9 6 0 (  
3 . 2 8 0 , 8 3 9 , 8 9 5  
I  l n t e  . .  n a t l o n a l  F o o t  
p e r  S e c o n d
2  
•  0 . 0 I S , 2 1 h l , !  0 , 0 1 5 , 3 0 0 . 2 6  0 , 2 1 3 , 2 9 4 , 1 6 8 , 6  x  1 0
4  
0 . 2 4 5 . 2 4 5 . 2 4 5 , 2  x  1 0
4  
0 . 3 9 5 , 0 2 0 , 8 0 0  
0 . 3 0 4 8 ·  
I I - 2 3  
~ 
L  
e .  V o l u m e  a n d  c a p a c i t y  c o n v e r s i o n s  
T a b l e  1 2  l i s t s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f o r  s t a n d a r d  u n i t s  o f  v o l u m e  a n d  c a p a c i t y .  
T A B L E  1 2  
V o l u m e  a n d  C a p a c i t y  U n i t  C o n v e r s i o n s  
C u b i c  I n c h e s  
C u b i c  F e e t  
1  C u b i c  I n c h  1 *  
5 . 7 8 7 0 3 7  x  1 0 -
4  
C u b i c  F o o t  
1 , 7 2 8 *  
1  
C u b i c  M e t e r  
6 1 , 0 2 3 . 7 4 *  
3 5 . 3 1 4 6 7 *  
1  L i t e r  6 1 . 0 2 5 4 5  
0 . 0 3 5 3 1 5 6 6  
1  G a l l o n  ( U .  S .  )  
2 3 1 *  
O .  1 3 3 6 8 0 6  
* D e n o t e s  e x a c t  c o n v e r s i o n  f a c t o r  
3 .  A n g u l a r  c o n v e r s i o n s  
C u b i c  M e t e r s  
1 .  6 3 8 7 0 6 4  x  1 0 -
5  
0 . 0 2 8 3 1 6 8 4 6 5 9 2  *  
1  
1 .  0 0 0 0 2 8  x  1 0  
3 . 7 8 5 4 1 1 8  x  1 0 -
3  
L i t e r s  
0 . 0 1 6 3 8 6 6 1  
2 8 . 3 1 6 0 5  
9 9 9 . 9 7 2  
1  
3 . 7 8 5 3 0 6  
G a l l o n s  
0 . 0 0 4 3 2 9 0 0 4  
7 . 4 8 0 5 1 9  
2 6 4 .  1 7 2  
0 . 2 6 4 1 7 9 4  
1  
T a b l e  1 3  l i s t s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f o r  s t a n d a r d  u n i t s  o f  a n g u l a r  m e a s u r e m e n t .  
T A B L E  1 3  
A n g u l a r  U n i t  C o n v e r s i o n s  
M i n u t e s  
S e c o n d s  
R e v o l u t i o n s  R a d i a n s  D e g r e e s  o f  A r c  
o f  A r c  ~lar.MilB 
R e v o l u t i o n  =  
6 . 2 8 3 . 1 8 5 . 3 0 7  3 6 0 . 0 *  
2 1 , 6 0 0 . 0 *  
1 . 2 9 6 . 0 0 0 . 0 *  
6 4 0 0 *  
R a d i a n  . .  
0 . 1 5 9 . 1 5 4 . 9 4 3  
5 7 . 2 9 5 . 7 7 9 , 5 1 1  3 . 4 3 7 . 7 4 6 . 7 7 1  
2 0 6 , 2 6 4 . 8 0 6 , 2 3 6  
1 0 1 8 . 5 9 1 6 3 6  
1  D e g r e e - =  
2 . 7 7 7 . 7 7 7 , 7 7 7  x  1 0 -
3  
1 .  7 4 5 . 3 2 9 . 2 5 2  x  1 0 -
2  
6 0 . 0 *  
3 , 6 0 0 . 0 *  
1 7 . 7 7 7 , 7 7 7 , 7 7  
M i n u t e  o f  A r c  c  4 . 6 2 9 . 6 2 9 . 6 2 9  x  1 0 -
5  
2 . 9 0 8 . 8 8 2 . 0 8 6  x  1 0 -
4  
1 . 6 6 6 , 6 6 6 , 6 6 6  x  1 0  
- 2  
6 0 . 0 *  
0 . 2 9 6 , 2 9 6 . 2 9 6  
S e c o n d  o f  A r c  =  
7 . 7 1 6 , 0 4 9 , 3 8 2  x  1 0 -
7  
4 . 8 4 8 , 1 3 6 , 8 1 2  x  1 0 -
6  
2 . 7 7 7 , 7 7 7 , 7 7 7  x  1 0  
- 4  
0 . 0 1 6 , 6 6 6 . 6 6 6  
4 . 9 3 8 . 2 7 1 , 6 0 5  x  1 0 -
3  
* * 1  A n g u l a r  M i l  •  
1 .  5 6 2 5  x  1 0 -
4
*  
9 . 8 1 7 , 4 7 7 , 0 4 0  x  1 0 -
4  
5 . 6 2 5 0  x  1 0  
* D e n o t e 8  e x a c t  c o n v e r s i o n  f a c t o r .  
* * T h e  " a n g u l a r  m i l "  s h o u l d  b e  d i f f e r e n t i a t e d  f r o m  t h e  m i l l i r a d i a n ,  
w b i c h  i s  o f t e n  d e s i g n a t e d  " m i l "  i n  t a r g e t i n g  . .  a n d  t h e  " m i l "  w h i c h  
i s  a  u n i t  o f  l e n g t h  c o r r e s p o n d i n g  t o  O .  0 0 1  i n c h .  F r o m  t h e  t a b l e ,  
1  a n g u l a r  m i l  =  0 . 9 8 1 , 7 4 7 , 7 0 4  m i l l i r a d i a n  
4 .  M a s s  a n d  F o r c e  U n i t  C o n v e r s i o n s  
a .  D e f i n e d  r e l a t i o n s  
K i l o g r a m  ( k g )  t h e  m a s s  o f  t h e  i n t e r n a t i o n a l  p r o t o -
t y p e  k i l o g r a m :  t h e  f u n d a m e n t a l  m e t r i c  u n i t  
o f  m a s s  i n  t h e  a b s o l u t e  M K S  s y s t e m  o f  u n i t s .  
P o u n d  a v o i r d u p o i s  ( I b )  =  0 . 4 5 3 5 9 2 3 7  k g  ( e x a c t ) :  
t h e  f u n d a m e n t a l  U .  S .  u n i t  o f  m a s s  i n  t h e  
a b s o l u t e  F P S  s y s t e m  o f  u n i t s .  
U n i t  f o r c e  i n  a n  a b s o l u t e  s y s t e m  o f  u n i t s  i s  a  u n i t  
w h i c h  g i v e s  u n i t  a c c e l e r a t i o n  t o  u n i t  m a s s :  
1  n e w t o n  ( n t )  =  1  k g - m /  s e c  
2  
2  
1  p o u n d a l  ( p d l )  =  1  l b - i t /  s e c  
U n i t  f o r c e  i n  a  g r a v i t a t i o n a l  s y s t e m  o f  u n i t s  i s  a  
m a s s  u n i t  m u l t i p l i e d  b y  g o '  w h e r e  g o  =  
9 . 8 0 6 6 5  r n /  s e c
2  
( e x a c t )  i s  t h e  s t a n d a r d  a c -
c e l e r a t i o n  d u e  t o  g r a v i t y ,  t h e  a d o p t e d  s e a  
l e v e l  v a l u e  f o r  4 5
0  
l a t i t u d e .  I n  U .  S .  u n i t s  
I I - 2 4  
- 2 *  
3 . 3 7 5 *  
2 0 2 . 5 *  
g o  =  3 2 .  1 7 4 0 4 8 5 5  +  i t /  s e c
2  
( d e r i v e d  v a l u e ) .  
1  k i l o g r a m  f o r c e  ( k g £ )  =  9 . 8 0 6 6 5  k g - m /  s e c
2  
=  9 . 8 0 6 6 5  n t  
2  
1  p o u n d  f o r c e  ( I b f )  =  3 2 . 1 7 4 0 4 8 5 5  +  l b - f t / s e c  
=  3 2 . 1 7 4 0 4 8 5 5  +  p d l  
b .  D e r i v e d  m a s s  u n i t  c o n v e r s i o n s  
T a b l e  1 4  l i s t s  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f o r  m a s s  
u n i t s .  
c .  D e r i v e d  f o r c e  a n d  m a s s  u n i t  c o n v e r s i o n s  
1  k g f  
1  l b f  
1  n e w t o n  
1  n e w t o n  
1  n e w t o n  
2 . 2 0 4 6 2 2 6 2 1  +  l b f  
0 . 4 5 3 5 9 2 3 7  k g f  =  4 . 4 4 8 1 7 6 2 5 6  +  
n e w t o n s  
5 2 5  
1 0  g - c m /  s e c  =  1 0  d y n e s  
0 . 1 0 1 9 7 2 6 6 1  +  k g f  
O .  2 2 4 8 1 1 2 3 5  +  l b f  
I  
1  n e w t o n  
1  p d l  
1  p d l  
7 . 2 3 3 0 1 3 8 7  +  p d l  
0 . 1 3 8 2 5 4 9 5 4 3  +  n e w t o n s  
0 . 3 1 0 8 0 9 5 0  +  l b f  
T A B L E  1 4  
1  k g  
1  l b  
2  
0 . 1 0 1 9 7 2 6 6 1  +  k g f  s e c  /  m  
0 . 0 3 1 0 8 0 9 5 0 1  +  l b f  s e c
2
/ f t  
0 . 0 3 1 0 8 0 9 5 0 1  s l u g s .  
D e r i v e d  M a s s  C o n v e r s i o n s  
S o l a r  M a s s  
1  S o l a r  M a s s  ' "  
1  E a r t h  M a s s  ' "  
3 . 0 8 8 . 0 6 2 x  1 0 -
6  
1  M o o n  M a s s  ' "  
3 . 6 9 7 ,  3 2 0  x  1 0 -
8  
1  S l u g "  
7 . 3 4 6  •  . , ! ! x  1 0 .
2 9  
1  K i l o g r a m : :  
5 .  0 3 3 ,  2 !  x  1 0  - 3 1  
1  
P o u n d  ( a v d p )  : :  2 . 283.~x 1 0 -
3 1  
1  O u n c e  ( a v d p )  "  
1.427.~x 1 0 -
3 2  
- U n d e r l i n e d  d i g i t s  a r e  q u e s t i o n a b l e  .  
•  D e n o t e s  e x a c t  c o n v e r s i o n  f a c l o l ' .  
E a r t h  M a s s  
3 3 2 .  ! ! Q .  
1 .  2 2 9  •  . . ! . !  "  1 0 -
2  
O.244 . ~x 1 0 .
2 3  
a . 1 6 7 . ! ! "  1 0 .
2 4  
O .  7 5 9 .  ~ x  1 0 .
2 5  
O . 4 7 4 . i , Z x  1 0 -
2 6  
g o  ; :  9 . 8 0 6 6 5 *  m~t:;8 : :  3 2 .  1 7 4 , 0 4 8 , 5 5 6  r t / s c c
2  
5 .  E n e r g y  U n i t  C o n v e r s i o n s  
M o o n  M a s s  
2 1 .  G 4 6 .  6 0 0  
8 1 .  3 5 8  
O. 1 9 8 , 2 ! x  1 0 -
2 1  
O .  1 3 S  •  . ! !  x  1 0 .
2 2  
O . 617,~ x  1 0 .
2 3  
O. 3 8 6 . Q . ! . . x  1 0 .
2 4  
a .  D e r i v e d  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  b e t w e e n  m e -
c h a n i c a l  u n i t s  o f  e n e r g y  
1  j o u l e  =  1  n t - m  =  1  k g - m
2
/ s e c
2  
1  j o u l e  
1  j o u l e  
1  j o u l e  
1  e r g  
1  p d l  f t  
1  p d l  f t  
1  k g f  m  
1  l b f  f t  
1  l b f  f t  
7  7 2 2  
1 0  e r g  =  1 0  g - c m  / s e c  
0 . 1 0 1 9 7 2 6 6 1  +  k g f  m  
0 . 7 3 7 5 6 2 1 4 9 3  +  l b f  f t  
- 7  - 7  2  2  
1 0  j o u l e  =  1 0  k g  - m  /  s e c  
0 . 0 4 2 1 4 0 1 1 0 0 7  +  j o u l e  
0 . 0 3 1 0 8 0 9 5 0 1  +  l b f  f t  
9 . 8 0 6 6 5  j o u l e s  
3 2 .  1 7 4 0 4 8 5 5  +  p d l  f t  
1 . 3 5 5 8 1 7 9 4  +  j o u l e s  
b .  D e f i n e d  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f r o m  t h e r m a l  
t o  m e c h a n i c a l  u n i t s  o f  e n e r g y  
1  k i l o c a l o r i e  o r  k i l o g r a m  c a l o r i e  ( k g  - c a l )  
8~0 k i l o w a t t  - h o u r s  ( k w h r )  
1  
1  k g - c a l  =  ~ .~n~~nn" B t u  =  3 . 9 8 3 2 0 7 1 9  + B t u  
1  w a t t  - s e c  =  1  j o u l e  
c .  D e r i v e d  c o n v e r s i o n  f a c t o r s  f r o m  t h e r m a l  
t o  m e c h a n i c a l  u n i t s  o f  e n e r g y  
1  k w h r  =  3 . 6  x  1 0
6  
j o u l e s  
1  k g  - c a l  
1  k g  - c a l  
1 0 0 0  c a l o r i e s  
4 1 8 6 . 0 4 6 5 1 1  +  j o u l e s  
2  2  
4 1 8 6 . 0 4 6 6 1 1  + k g m  / s e c  
P o u n d s  O u n c e s  
S l u g s  
K i l o g r a m s  
( a v d p )  ( a v d p )  
1.361.~x 1 0
2 9  
1 .  98~x 1 0
3 0  
4 . 3 7 9 .  2 . Q .  x  1 0
3 0  
7 0 .  07~ x  1 0
3 0  
4 . 09~x 1 0
2 3  
5 .  97~ x  1 0
2 4  
1 3 .  17~ x  1 0
2 4  
2 1 0  .  . ! !  x  1 0
2 4  
5 .  03~ x  1 0
2 1  
7 .  34~ x  1 0
2 2  
H i .  19~x 1 0
2 2  
2 5 9 .  ~ x  1 0
2 2  
1 4 . 5 9 3 . 9 0 2 . 8 7 6  3 2 . 1 7 4 . 0 4 8 . 5 5 6  
5 1 4 . 7 8 4 . 7 7 7 . 0  
6 . 8 5 2 . 1 7 6 . 6 1 2 x  1 0 -
2  
2 . 2 0 4 . 6 2 2 , 6 2 1  
3 5 . 2 7 3 . 9 6 1 . 9 4  
3 . 1 0 8 , 0 9 5 , 0 1 6  x  1 0 -
2  
0 . 4 5 3 . 5 9 2 . 3 7 *  
1 6 . 0 *  
1 .  9 4 2 . 5 5 9 . 3 8 5  x  1 0 -
3  
0 . 2 8 3 . 4 9 5 . 2 3 1  x  1 0 -
2  
0 . 0 6 2 , 5 *  
1  m e t r i c  t o n  =  1 0 0 0 *  k i l o g r a m  
1  t o n  =  2 0 0 0 *  p o u n d  ( a v d p )  =  9 0 7 . 1 8 4 7 4 *  k i l o g r a m s  
1  k g  - c a l  
1  k g  - c a l  
1  B t u  
1  B t u  
1  B t u  
1  B t u  
1  j o u l e  
1  j o u l e  
4 2 6 . 8 5 7 9 4 9 5  +  m  - k g f  
3 0 8 7 . 4 6 9 9 3 7  +  f t  - I b f  
0 . 2 5 1 9 9 5 7 6 1 1  + k g - c a l  
7 7 8 . 0 2 9 2 1 6 5  +  f t  - l b f  
2 5 0 3 2 . 3 4 9 8 0  +  l b  - f t 2 / s e c
2  
1 0 5 4 . 8 6 6 0 6 8  +  j o u l e s  
- 4  
2 . 3 8 8 8 8 8 8 8 8  +  x  1 0  k g  - c a l  
9 . 4 7 9 8 7 6 4 4 4  +  x  1 0 -
4  
B t u  
d .  A t o m i c  e n e r g y  u n i t s  
T h e  " e l e c t r o n  v o l t "  i s  d e f i n e d  a s  t h e  a m o u n t  
o f  w o r k  d o n e  o n  o n e  e l e c t r o n  b y  a  p o t e n t i a l  d i f -
f e r e n c e  o f  1  v o l t ;  t h e  c h a r g e  o n  t h e  e l e c t r o n  i s  
t a k e n  a s  4 . 8 0 2 8 6  x  1 0  - 1 0  e l e c t r o s t a t i c  u n i t s  o f  
c h a r g e .  
6 .  
- 1 2  
1  e l e c t r o n  v o l t  ( E V )  1 .  6 0 2 0 6  x  1 0  e r g  
1  k i l o - e l e c t r o n  v o l t  ( k E V )  1 0
3  
E V  
6  
1  m e g a - e l e c t r o n  v o l t  ( M E V )  1 0  E V  
1  b i l l i o n  e l e c t r o n  v o l t  ( B E V )  1 0
9  
E V  
1 1  
1  e r g  =  6 . 2 4 1 9 6  x  1 0  E V  
1  I b f  - f t  
1  k g  - c a l  
8 . 4 6 2 9 7  x  1 0
1 8  
E V  
2 . 6 1 1 6  x  1 0
2 2  
E V  
P r e s s u r e  U n i t  C o n v e r s i o n s  
a .  D e f i n e d  u n i t s  
O n e  a t m o s p h e r e  i s  d e f i n e d  a s  t h e  s t a n d a r d  
p r e s s u r e  ( o f  t h e  e a r t h  1  s  a t m o s p h e r e )  a t  s e a  l e v e l  
2  
a n d  u n d e r  g o  =  9 . 8 0 6 6 5  m /  s e c  .  I t  c o r r e s p o n d s  
I I  - 2 5  
, /  
' - - -
t o  t h e  s e a  l e v e l  p r e s s u r e  o f  t h e  1 9 5 9  A R D C  a n d  t h e  
1 9 6 1  U . S .  S t a n d a r d  M o d e l  A t m o s p h e r e s .  
O n e  m i l l i m e t e r  o f  m e r c u r y  ( m m  H g )  i s  t h e  
p r e s s u r e  t h a t  a  c o l u m n  o f  m e r c u r y  1  m i l l i m e t e r  
( l 0 - 3
m
)  i n  h e i g h t  e x e r t s  a t  0 °  C  a n d  u n d e r  g o  
2  
9 . 8 0 6 6 5  m /  s e c  •  
O n e  i n c h  o f  m e r c u r y  ( i n .  H g )  i s  t h e  p r e s s u r e  
t h a t  a  c o l u m n  o f  m e r c u r y  1  i n c h  i n  h e i g h t  e x e r t s  
2  
a t  3 2 °  F  a n d  u n d e r  g o  =  3 2 . 1 7 4 0 4 8 5 5  +  f t /  s e c  •  
O n e  b a r  i s  a  u n i t  o f  p r e s s u r e  c o r r e s p o n d i n g  
t o  a . f o r c e  o f  1 0
6  
d y n e s  p e r  s q u a r e  c e n t i m e t e r  
( o r  1 0
5  
n t / m
2
) .  U s u a l l y ,  p r e s s u r e  i s  g i v e n  i n  
t e r m s  o f  m i l l i b a r s  ( m b ) ,  w h e r e  1  m b  =  1 0 -
3  
b a r .  
b .  C o n v e r s i o n  f a c t o r s  b e t w e e n  p r e s s u r e  u n i t s  
2  - 4  2  
1  n t / m  =  1 0  n t / c m  
2  
1  n t / m  
1  n t / m
2  
2  
1  n t / m  
2  
1  n t / m  
2  
1  n t / m  
1  k g f  1 m 2  
1  p d l / f t
2  
1  I b f / f t 2  
1  I b f  l i n .  2  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1  a t m o s p h e r e  
1 0 -
2  
m i l l i b a r  ( m b )  
0 . 1 0 1 9 7 2 6 6 1  +  k g f / m
2  
0 . 6 7 1 9 6 9 0 8  - p d l / f t
2  
0 . 0 2 0 8 8 5 4 3 7  +  l b f / f t
2  
1 .  4 5 0 3 7 7 6 - x  1 0 -
4  
l b f / i n
2  
2  
9 . 8 0 6 6 5  ( e x a c t )  n t / m  
1 .  4 8 8 1 6 3 7 1  +  n t / m
2  
4 7 . 8 8 0 2 5 1 5  - n t / m 2  
2  
6 8 9 4 . 7 5 6  +  n t / m  
2  
1 0 1 , 3 2 5 . 0 0  n t / m  
2  
1 0 , 3 3 2 . 2 7 5  k g f / m  
6 8 , 0 8 7 . 2 6 7  p d l / f t
2  
2 1 1 6 . 2 1 7 0  l b f / f t 2  
1 4 . 6 9 5 9 5 1  +  l b f / i n .  2  
7 6 0  m m H g  
2 9 . 9 2 1 2 6 0  i n .  H g  
1 0 l 3 .  2 5 0 0  m b  
7 .  T e m p e r a t u r e  U n i t  C o n v e r s i o n s  
a .  D e f i n e d  r e l a t i o n s  
t ( ° C )  =  T ( O K )  - T  i  ( OK )  
I I - 2 6  
T ( O R )  =  1 .  8  T ( O K )  
t ( O F )  - t i  ( O F )  =  T ( O R )  - T  i  ( O R )  
w h e r e  
T i  ( O K )  =  2 7 3 . 1 6 °  K  
\  ( O F )  =  3 2 °  F  
b .  D e r i v e d  r e l a t i o n s  
t i  ( O C )  =  0 °  C  
T i  ( O R )  =  4 9 1 . 6 8 8 °  R  
T ( O R )  - T .  ( O R )  
W C )  =  1  
1 . 8  
t ( O  F )  - t i  ( O F )  
1 . 8  
T ( O R )  
1 .  8  t ( O C )  +  2 7 3 . l 6 ( O C )  
t ( O F )  - \  ( O F )  +  4 9 1 .  6 8 8
0  
R  
t ( O F )  - 3 2 °  F  =  1 .  8  t ( O C )  =  1 .  8  T ( OK )  
- 2 7 3 .  1 6 ( O K )  
w h e r e  
° C  d e g r e e s  i n  t h e r m o d y n a m i c  c e n t i g r a d e  
( C e l s i u s )  s c a l e  
OK  d e g r e e s  i n  t h e r m o d y n a m i c  K e l v i n  s c a l e  
OR  
d e g r e e s  i n  t h e r m o d y n a m i c  R a n k i n e  
s c a l e  
t h e  s u b s c r i p t  " i "  d e n o t e s  t h e  f r e e z i n g  p o i n t  
o f  w a t e r .  
D .  S U M M A R Y  O F  L U N A R  E X P L O R A T I O N  
P R O G R A M S  A N D  R E S U L T S  
I n  t h e  U n i t e d  S t a t e s ,  t h e  N a t i o n a l  A e r o n a u t i c s  
a n d  S p a c e  A d m i n i s t r a t i o n  h a s  b e e n  e s t a b l i s h e d  b y  
C o n g r e s s  t o  d i r e c t  t h e  n a t i o n ' s  c i v i l i a n  s p a c e  
p r o g r a m  w h i c h  u p  t o  t h e  t i m e  o f  w r i t i n g  i n c l u d e s  
t h e  e n t i r e  a n n o u n c e d  U .  S .  l u n a r  e x p l o r a t i o n  p r o -
g r a m .  T a b l e  1 5  s u m m a r i z e s  t h e  c u r r e n t  U .  S .  
l u n a r  s p a c e c r a f t  p r o g r a m s ,  w h i l e  T a b l e  1 6  l i s t s  
a l l  a n n o u n c e d  U .  S .  a n d  S o v i e t  s p a c e  v e h i c l e  
l a u n c h e s  w i t h  l u n a r  m i s  s i o n  o b j e c t i v e s .  T h e  d a t a  
p r e s e n t e d  i n  t h e  f i r s t  t a b l e  h a s  b e e n  t a k e n  p a r t i a l l y  
f r o m  R e f .  4 3 ,  w h i l e  t h e  d a t a  f o r  t h e  s e c o n d  t a b l e  
h a s  b e e n  o b t a i n e d  f r o m  R e f s .  4 3 ,  4 4  a n d  4 5  a n d  
m a n y  l e s s e r  s o u r c e s .  
I  
I  
1  
I  
I  
i  
I  
P r o j e c t  
A p o l l o ,  
N A S A  
L u n a r  L o g i s t i c s  
V e h i c l e  ( L L V ) ,  
N A S A  
R a n g e r ,  N A S A  
S u r v e y o r ,  
N A S A  
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C u r r e n t  U  . .  S .  L u n a r  S p a c e c r a f t  P r o g r a m s  
C o n t r a c t o r s  
N o r t h  A m e r i c a n ,  c o m m a n d  
a n d  m i s s i o n  m o d u l e s ,  s y s -
t e m s  i n t e g r a t i o n ;  M I T ,  
g u i d a n c e  d e v e l o p m e n t ;  C o l -
l i n s  R a d i o ,  t e l e c o m m u n i c a -
H o n s ;  M i n n e a p o l i s  - H o n e y -
w e l l ,  s t a b i l i z a t i o n  a n d  c o n -
t r o l ;  A i R e s e a r c h ,  e n v i r o n -
m e n t a l  c o n t r o l ;  R a d i o p l a n e ,  
p a r a c h u t e  r e c o v e r y ;  L o c k -
h e e d  P r o p u l s i o n  C o m p a n y ,  
e s c a p e  t o w e r  r o c k e t ;  M a r -
q u a r d t ,  r e a c t i o n  c o n t r o l s ;  
G r u m m a n ,  l u n a r  e x c u r s i o n  
m o d u l e  ( L E M ) ;  A v c o ,  h e a t  
s h i e l d ,  e t c .  
G r u m m a n ,  N o r t h r o p  
S p a c e  T e c h n o l o g y  L a b o r a -
t o r i e s  s u b m i t t e d  f e a s i b i l i t y  
s t u d i e s ,  c o n t r a c t  a w a r d  
e x p e c t e d  e a r l y  1 9 6 3 ;  P r a t t  
a n d  W h i t n e y ,  v a r i a b l e -
t h r u s t  R L - 1 0  l i q u i d  h y d r o -
g e n  e n g i n e .  
J P L ,  p r i m e  c o n t r a c t o r ;  
A e r o n u t r o n i c ,  c a p s u l e ;  
H e r c u l e s ,  r e t r o r o c k e t .  
H u g h e s ,  p r i m e  c o n t r a c t o r ;  
M a r t i n ,  S N A P  I I  n u c l e a r  
p o w e r  g e n e r a t o r .  
D e s c r i p t i o n  
T h r e e - m a n  s p a c e c r a f t  f o r  
e a r t h - o r b i t a 1 l u n a r - o r b i t a l  
a n d  l a n d i n g  m i s s i o n s .  
B o o s t e r s :  S a t u r n  f o r  e a r t h  
o r b i t s ,  S a t u r n  C - 5  f o r  l u n a r  
r e n d e z v o u s ,  N O V A  f o r  d i r e c t  
f l i g h t .  S p a c e c r a f t  h a s  t h r e e  
m o d u l e s :  c o m m a n d  m o d u l e ,  
4  
4 . 5  x  1 0  n e w t o n s ,  3 . 5  m  
h i g h ;  s e r v i c e  m o d u l e ,  2 0 . 5  
x  1 0
4  
n e w t o n s ,  7  m  h i g h ;  
l u n a r  e x c u r s i o n  v e h i c l e .  
1 3 x  1 0
4  
n e w t o n s ,  6  m  h i g h ;  
t o t a l  w e i g h t  3 8  x  1 0
4  
n e w t o n s .  
A n  i d e a  o f  t h e  m a g n i t u d e  o f  
t h i s  l u n a r  p r o g r a m  m a y  b e  
g a i n e d  i n  t h a t ,  b y  t h e  f i r s t  
l a u n c h ,  a b o u t  2 0 , 0 0 0  c o m -
p a n i e s  a n d  1 5 0 , 0 0 0  t o  2 0 0 , 0 0 0  
s c i e n t i s t s  a n d  e n g i n e e r s  w i l l  
h a v e  b e e n  i n v o l v e d .  T h e  
t o t a l  c o s t  i s  e s t i m a t e d  a t  
$ 2 0  b i l l i o n .  
3 3 0 0 - n e w t o n  s p a c e c r a f t  
" b u s "  t o  c a r r y  s u p p o r t  p a y -
l o a d s  t o  t h e  m o o n ,  i n i t i a l l y  
b o o s t e d  b y  S a t u r n  C - 1 B ;  
l a t e r  9  x  1 0
4
- n e w t o n  " b u s "  
b o o s t e d  b y  S a t u r n  C - 5 .  
S e v e n  s p e c i f i c  p a y l o a d s  w i l l  
b e  s t u d i e d .  
l 3 0 0 - n e w t o n  i n s t r u m e n t  c a p -
s u l e  w i t h  s e i s m o m e t e r  w i l l  
b e  h a r d  - l a n d e d  o n  t h e  m o o n .  
B e f o r e  i m p a c t ,  a  T V  c a m e r a  
t a p e s  p i c t u r e s  o f  t h e  l u n a r  
s u r f a c e .  T h e  b o o s t e r  i s  a n  
A t l a s - A g e n a  B  c o m b i n a t i o n .  
3 3 0 0 - n e w t o n  s p a c e c r a f t  l a n d s  
4 0 0  t o  1 3 0 0  n e w t o n  i n s t r u -
m e n t s  o n  t h e  m o o n .  B o o s t e r :  
A t l a s - C e n t a u r  l u n a r  o r b i t i n g  
v e h i c l e  i s  p l a n n e d .  
I I - 2 7  
S t a t u s  
E a r t h  o r b i t a l  s h o t s  s c h e d -
u l e d  1 9 6 4  t o  1 9 6 5 ,  l u n a r  
o r b i t s  1 9 6 6 ,  l u n a r  l a n d i n g  
1 9 6 7  t o  1 9 6 8 .  L u n a r  o r b i t  
r e n d e z v o u s  m i s s i o n  p r o -
f i l e  h a s  b e e n  s e l e c t e d .  
D e v e l o p m e n t  e x p e c t e d  t o  
b e g i n  i n  1 9 6 3  a f t e r  c o n -
g r e s s i o n a l  a p p r o v a l  o f  
f i s c a l  y e a r  1 9 6 4  b u d g e t .  
C o s t  i s  e x p e c t e d  t o  r u n  
t o  $ 5 0 0  m i l l i o n .  
R e s e a r c h  a n d  d e v e l o p -
m e n t  s t a g e .  F i r s t  t w o  
R a n g e r s  f a i l e d  t o  l a u n c h  
f r o m  e a r t h  o r b i t ;  R a n g e r  
I I I  l a u n c h e d  J a n u a r y  2 6 ,  
1 9 6 2 ,  b u t  f a i l e d  t o  i m p a c t  
t h e  m o o n  a n d  i s  i n  s o l a r  
o r b i t ;  R a n g e r  I V  i m p a c t e d  
o n  t h e  m o o n  A p r i l  2 6 ,  
1 9 6 2 ;  R a n g e r  V ,  l a u n c h e d  
O c t o b e r  1 8 , 1 9 6 2 ,  h a d  a  
p o w e r  f a i l u r e  a f t e r  8  
h o u r s  a n d  4 4  m i n u t e s ;  i t  
f a i l e d  t o  i m p a c t  t h e  m o o n  
a n d  i s  i n  s o l a r  o r b i t .  A  
t o t a l  o f  9  m o r e  R a n g e r s  
a r e  p l a n n e d  f o r  1 9 6 2  t o  
1 9 6 3 ,  a n d  t h e r e  m a y  b e  a s  
m a n y  a s  1 5  a d d i t i o n a l  
R a n g e r  s h o t s .  A t  t h e  
t i m e  o f  w r i t i n g ,  t h e  p r o -
g r a m  h a s  b e e n  t e m p o r a r i l y  
h a l t e d  f o r  a n  e x t e n s i v e  
r e v i e w  o f  t h e  m a n y  f a i l u r e s .  
F i r s t  l u n a r  f l i g h t s  p l a n n e d  
f o r  1 9 6 4 - - s e v e n  s o f t  l a n d -
i n g  v e h i c l e s  a n d  f i v e  l u n a r  
o r b i t i n g  v e h i c l e s  f o r  t r a n s -
m i t t i n g  p i c t u r e s  o f  t h e  l u n a r  
s u r f a c e .  
T A B L E  1 6  
D a t a  o n  U .  S .  a n d  S o v i e t  S p a c e  V e h i c l e  L a u n c h e s  w i t h  L u n a r  M i s s i o n  O b j e c t i v e s  
( C h r o n o l o g i c a l  l i s t i n g )  
D e f i n i t i o n s  o f  s u c c e s s ,  p a r t i a l  s u c c e s s ,  f a i l u r e  a r e  g i v e n  b e l o w :  
S u c c e s s :  m a j o r  m i s s i o n  o b j e c t i v e  w a s  a c h i e v e d .  
P a r t i a l  s u c c e s s :  y i e l d e d  s c i e n t i f i c  i n f o r m a t i o n .  
F a i l u r e :  y i e l d e d  n o  s c i e n t i f i c  i n f o r m a t i o n  o n  m a j o r  m i s s i o n  o b j e c t i v e .  N o  m i s s i o n  w i l l  b e  s t a t e d  f o r  f a i l u r e s .  
1 .  P i o n e e r  0  { U .  S . l  1 ' 7  A u g u s t  1 9 5 8 ,  f a i l u r e .  P r o p u l s i o n  f a i l u r e  o f  t h e  f i r s t  s t a g e .  
2 .  P i o n e e r  I  ( U . S . &  1 1  O c t o b e r  1 9 5 8 ,  p a r t i a l  s u c c e s s  . .  
P i o n e e r  I ,  a  l u n a r  p r o b e ,  r e a c h e d  a  d i s t a n c e  o f  1 1 3 , 0 0 0  k m  f r o m  e a r t h .  I t  c a r r i e d  a n  i o n i z a t i o n  
c h a m b e r  t o  m e a s u r e  c o s m i c  r a d i a t i o n ,  a n d  t h e  r e t u r n e d  d a t a  g a v e  a  q u a l i t a t i v e  p e a k  o f  r a d i a t i o n  i n  
s p a c e .  
3 .  P i o n e e r  I I  ( U . S . ) , 8  N o v e m b e r  1 9 5 8 ,  f a i l u r e .  
4 .  P i o n e e r  I I I  { U . S . ) , 6  D e c e m b e r  1 9 5 8 ,  p a r t i a l  s u c c e s s  . .  
T h e  m i s s i o n  o b j e c t i v e  w a s  t o  p l a c e  a  s c i e n t i f i c  p a y l o a d  o n  a n  e a r t h  e s c a p e  t r a j e c t o r y  i n t o  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  m o o n .  T h e  s p a c e  v e h i c l e  f a i l e d  t o  a c h i e v e  e a r t h  e s c a p e  v e l o c i t y ;  i t  a c h i e v e d  a  m a x i m u m  d i s -
t a n c e  o f  a b o u t  1 0 0 , 0 0 0  k m  f r o m  e a r t h .  
O n - b o a r d  i n s t r u m e n t s  i n c l u d e d  t w o  G e i g e r - M u e l l e r  c o u n t e r s .  C o s m i c  r a y  d a t a  f r o m  P i o n e e r  I I I  r e -
v e a l e d  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  s e c o n d  V a n  A l l e n  r a d i a t i o n  b e l t  a t  a  h i g h e r  a l t i t u d e  t h a n  t h a t  d i s c o v e r e d  b y  
t h e  E x p l o r e r  I  e a r t h  s a t e l l i t e .  T h e  r e g i o n  o f  h i g h - i n t e n s i t y  r a d i a t i o n  w a s  f o u n d  t o  c o n s i s t  o f  t w o  
c o n c e n t r i c  b e l t s  a r o u n d  t h e  e a r t h .  
5 .  L u n i k  I  { U . S . S . B . l 2  J a n u a r y  1 9 5 9 ,  s u c c e s s .  
T h i s  l u n a r  p r o b e  w a s  p r o b a b l y  a n  a t t e m p t  t o  i m p a c t .  P e r i c y n t h i o n  d i s t a n c e  ( c l o s e s  a p p r o a c h  t o  t h e  
m o o n )  o f  7 5 0 0  k m  w a s  a c h i e v e d  a b o u t  3 6  h r  a f t e r  l a u n c h .  A f t e r  l u n a r  p a s s a g e ,  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
w e n t  i n t o  a  s o l a r  o r b i t  b e t w e e n  e a r t h  a n d  M a r s  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :  
P e r i o d  
E c c e n t r i c i t y  
I n c l i n a t i o n  
P e r i h e l i o n  
A p h e l i o n  
O n - b o a r d  i n s t r u m e n t s  i n c l u d e d :  
M a g n e t o m e t e r  
4 5 0
d  
0 . 1 4 8  
1 5 .  1 8 °  
1 4 6 . 4  x  1 0
6  
k m  
1 9 7 . 2  x  1 0
6  
k m  
T w i n  G e i g e r - M u e l l e r  c o u n t e r s  
N i t r i u m  s p e c t r a l  a n a l y z e r  
0 . 9 7 9 1  A U  
1 , 3 1 9 A U  
S k i n  a n d  c h a m b e r  t e m p e r a t u r e  t h e r m o c o u p l e s  
M i c r o m e t e o r i t e  e r o s i o n  g a u g e  
S o d i u m  v a p o r  d i s c h a r g e  d e v i c e  ( w h i c h  r e l e a s e d ,  f o r  t r a c k i n g  p u r p o s e s ,  a  s o d i u m  c l o u d  
1 0 0  k m  i n  d i a m e t e r  a t  a  d i s t a n c e  o f  1 1 5 , 0 0 0  k m  f r o m  e a r t h ) .  
T h e  t o t a l  v e h i c l e  w e i g h t  w a s  1 4 , 4 3 5  n e w t o n s .  
T h e  p u r p o s e  o f  t h e  v e h i c l e  w a s  t o  m e a s u r e  i n t e n s i t i e s  o f  r a d i a t i o n  a n d  c o s m i c  r a y s .  A c t u a l  m e a s u r e -
m e n t s  o f  t h e  m o o n  i n c l u d e d  m a g n e t i c  f i e l d  s t r e n g t h ,  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s ,  c o s m i c  r a y  i n t e n s i t y ,  s e d i -
m e n t  e v a l u a t i o n  o f  t h e  l u n a r  c r a t e r s ,  p r o p e r t i e s  o f  t h e  m o o n ' s  i n n e r  s t r a t a  a n d  o p t i c a l  t e l e t r a n s m i s -
s i o n  o f  t h e  m o o n ' s  s u r f a c e .  
6 .  P i o n e e r  I V  ( U . S . ) ,  3  M a r c h  1 9 5 9 ,  s u c c e s s .  
T h i s  l u n a r  p r o b e  p a s s e d  t h e  m o o n  a t  a  d i s t a n c e  o f  a p p r o x i m a t e l y  6 0 , 0 0 0  k m  b e c a u s e  t h e  i n j e c t i o n  
v e l o c i t y  w a s  8 4  m !  s e c  b e l o w  t h e  p l a n n e d  v e l o c i t y  o f  1 1 , 1 6 6  m / s e c .  T h e  v e h i c l e  c o n t i n u e d  o n  t o  a  s o l a r  
o r b i t  b e t w e e n  e a r t h  a n d  M a r s  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :  
P e r i o d  
E c c e n t r i C i t y  
I n c l i n a t i o n  t o  
t h e  e a r t h ' s  
e q u a t o r  
397~75 
0 . 0 6 7  
2 9 . 9 °  
I I - 2 8  
~ 
I  
I  
I  
P e r i h e l i o n  
A p h e l i o n  
I n c l i n a t i o n  t o  
e c l i p t i c  
O n - b o a r d  i n s t r u m e n t s  i n c l u d e d :  
1 4 7 . 6  x  1 0
6  
k m  
1 7 3 . 7  x  1 0
6  
k m  
1 .  5 0  
2  G e i g e r - M u e l l e r  c o u n t e r s  
A  p h o t o e l e c t r i c  s e n s o r  
A  d e s p i n  m e c h a n i s m  
T h e  t o t a l  s p a c e  v e h i c l e  w e i g h t  w a s  6 0  n e w t o n s .  
P r i m a r y  m i s s i o n  o b j e c t i v e s  w e r e  t o :  
A c h i e v e  a n  e a r t h - m o o n  t r a j e c t o r y  
0 . 9 8 7 1  A U  
1 .  1 6 2  A U  
D e t e r m i n e  t h e  p h y s i c a l  l i m i t s  o f  t h e  V a n  A l l e n  r a d i a t i o n  b e l t s  
D e t e r m i n e  t h e  e x t e n t  o f  r a d i a t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n  
T e s t  t h e  o p e r a t i o n  o f  a  p h o t o e l e c t r i c  s e n s o r  
D u r i n g  t h e  8  h r  o f  i t s  b a t t e r y  l i f e ,  t h i s  p a y l o a d  t r a n s m i t t e d  t o  e a r t h  n e w  i n f o r m a t i o n  o n  t h e  e x t e n t  a n d  
n a t u r e  o f  c o s m i c  r a d i a t i o n  i n  s p a c e ,  i n d i c a t i n g  v a r i a t i o n s  o n  b o t h  t h e  e x t e n t  a n d  i n t e n s i t y  o f  t h e  h i g h -
a l t i t u d e  V a n  A l l e n  r a d i a t i o n  b e l t .  
T h e  f i r s t  V a n  A l l e n  r a d i a t i o n  b e l t  w a s  f o u n d  t o  c o n s i s t  o f  h i g h  e n e r g y  p r o t o n s  a n d  l o w  e n e r g y  e l e c t r o n s ,  
w h i l e  t h e  s e c o n d  b e l t  c o n s i s t s  p r i m a r i l y  o f  l o w  e n e r g y  p r o t o n s  a f t e r  s h i e l d i n g .  
D a t a  w a s  r e c e i v e d  t o  a  r a n g e  o f  6 5 0 , 0 0 0  k m .  
7 .  L u n i k  I I  ( U . S . S . R . ) , 1 2  S e p t e m b e r  1 9 5 9 ,  s u c c e s s .  
L u n i k  I I  i m p a c t e d  o n  t h e  m o o n  i n  a  t r i a n g u l a r  a r e a  b o u n d e d  b y  t h e  M a r e  T r a n q u i l l i t a t i s ,  M a r e  
S e r e n i t a t i s ,  a n d  M a r e  V a p o r u m  a f t e r  c o v e r i n g  t h e  e a r t h - m o o n  d i s t a n c e  o f  r  E l l  q  =  3 8 1 , 1 0 0  k m  i n  
3 5
h
2
m
2 4
s  
f r o m  l a u n c h  t o  i m p a c t .  T h e  s e l e n o c e n t r i c  v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  5  h r  b e f o r e  i m p a c t  
w a s  2 3 1 7  m /  s e c ,  a n d  a t  i m p a c t  i t  w a s  a b o u t  3 3 1 5  m /  s e c .  T h e  l a s t  s t a g e  o f  t h e  r o c k e t  a l s o  i m p a c t e d  
o n  t h e  m o o n .  
T h e  g u i d a n c e  s y s t e m  o f  L u n i k  I I  f u n c t i o n e d  o n l y  d u r i n g  t h e  i n i t i a l  p o w e r e d  p h a s e  o f  f l i g h t .  
T h e  m i s s i o n  o b j e c t i v e s  o f  L u n i k  I I  w e r e  t o  i n v e s t i g a t e :  
T h e  m a g n e t i c  f i e l d s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  
R a d i a t i o n  b e l t s  a r o u n d  t h e  e a r t h  
I n t e n s i t y  a n d  v a r i a t i o n s  i n  c o s m i c  r a d i a t i o n  
H e a v y  n u c l e i  i n  c o s m i c  r a d i a t i o n  
G a s  c o m p o n e n t s  o f  i n t e r p l a n e t a r y  s u b s t a n c e  
M e t e o r i t i c  p a r t i c l e s  
T h e  r e s u l t s  o f  t h e  f l i g h t  i n c l u d e d  d i s c o v e r y  t h a t  
( 1 )  T h e  m o o n  h a s  n o  m a g n e t i c  f i e l d  o r  r a d i a t i o n  b e l t  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s .  
( 2 )  T h e  m o o n  i s  e n v e l o p e d  b y  a  b e l t  o f  l o w  e n e r g y  i o n i z e d  g a s e s  w h i c h  m i g h t  r e s e m b l e  
a n  i o n o s p h e r e .  
8 .  L u n i k  I I I  ( U . S . S . R . ) , 4  O c t o b e r  1 9 5 9 ,  s u c c e s s .  
L u n i k  I I I  c a r r i e d  s c i e n t i f i c  e q u i p m e n t ,  i n c l u d i n g  b o t h  p h o t o g r a p h i c  a n d  t e l e v i s i o n  s y s t e m s  t o  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n .  I t  p a s s e d  c l o s e  t o  i t ,  s o  o r i e n t e d  a s  t o  p h o t o g r a p h  t h e  p a r t  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  
t h a t  i s  h i d d e n  f r o m  t h e  e a r t h .  
P h o t o g r a p h y  c o n t i n u e d  f o r  4 0  m i n u t e s  a n d  i m a g e s  w e r e  l a t e r  t e l e v i s e d  t o  e a r t h .  T h e  p l a t e s  a n d  t h e i r  
i n t e r p r e t a t i o n  w e r e  s u b s e q u e n t l y  p u b l i s h e d  b y  t h e  U .  S .  S .  R .  A c a d e m y  o f  S c i e n c e s  a s  a n  A t l a s  o f  t h e  
M o o n  f  s  F a r  S i d e .  
L u n i k  I I I  p a s s e d  w i t h i n  7 0 0 0  k m  o f  t h e  m o o n  f  s  s o u t h  p o l e  a t  i t s  p e r i c y n t h i o n  o n  6  O c t o b e r  1 9 5 9 .  
I t s  i n i t i a l  o r b i t a l  p a r a m e t e r s  w e r e :  
N o d a l  p e r i o d  
E c c e n t r i c i t y  
I n c l i n a t i o n  
16~2 
0 . 8  
7 6 . 8
0  
I I - 2 9  
P e r i g e e  d i s t a n c e  
A p o g e e  d i s t a n c e  
4 0 , 6 7 1  k m  
4 6 9 , 3 0 6 . 4  k m  
9 .  L u n a r  O r b i t e r  I  ( U .  S . )  2 6  N o v e m b e r  1 9 5 9 ,  f a i l u r e .  
T h e  b o o s t e r  f o r  a l l  L u n a r  O r b i t e r s  w a s  a n  A t l a s - A b l e  c o m b i n a t i o n .  
1 0 .  P i o n e e r  V  ( U . S . ) ,  1 1  M a r c h  1 9 6 0 ,  s u c c e s s .  
T h e  p r i m a r y  m i s s i o n  o f  P i o n e e r  V  w a s  t o  r e c o r d  s p a c e  d a t a  w i t h i n  a p p r o x i m a t e l y  8 0  x  1 0
6  
k m  f r o m  
t h e  e a r t h .  I t  w e n t  i n t o  a  s o l a r  o r b i t  b e t w e e n  E a r t h  a n d  V e n u s  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :  
P e r i o d  
E c c e n t r i c i t y  
I n c l i n a t i o n  t o  
e c l i p t i c  
311~6 
0 . 1 0 4  
3 . 3 5 °  
P e r i h e l i o n  
A p h e l i o n  
1 2 0 . 5  x  1 0
6  
k m  
1 4 8 . 5  x  1 0
6  
k m  
0 . 8 0 5 9  A U  
0 . 9 9 3 1  A U  
O n - b o a r d  i n s t r u m e n t s  i n c l u d e d :  
H i g h  e n e r g y  r a d i a t i o n  c o u n t e r  t o  m e a s u r e  h i g h  e n e r g y  r a d i a t i o n ,  p a r t i c u l a r l y  f r o m  t h e  s u n  
I o n i z a t i o n  c h a m b e r  a n d  a  G e i g e r - M u e l l e r  t u b e  t o  m e a s u r e  t h e  t o t a l  r a d i a t i o n  f l u x  
e n c o u n t e r e d  
M i c r o m e t e o r i t e  c o u n t e r  
S e a r c h  c o i l  m a g n e t o m e t e r  
P h o t o e l e c t r i c  c e l l  " a s p e c t  i n d i c a t o r "  d e s i g n e d  t o  s e n d  a  s i g n a l  w h e n  t h e  d e v i c e  d i r e c t l y  
f a c  e d  t h e  s u n  
T h e  t o t a l  w e i g h t  o f  t h e  s p a c e c r a f t  w a s  1 0 0  n e w t o n s  
I m p o r t a n t  e x p e r i m e n t a l  a c c o m p l i s h m e n t s  o f  t h i s  c i s l u n a r  a n d  i n t e r p l a n e t a r y  s p a c e  p r o b e  w e r e :  
( 1 )  D i s c o v e r y  o f  l a r g e  e l e c t r i c a l  c u r r e n t  s y s t e m  i n  t h e  o u t e r  a t m o s p h e r e ,  n a m e l y ,  a  
" r i n g "  c u r r e n t  o f  5  m i l l i o n  a m p e r e s ,  4 0 , 0 0 0  k m  i n  d i a m e t e r ,  e x i s t s  6 5 , 0 0 0  k m  
f r o m  e a r t h .  
( 2 )  D i s c o v e r y  t h a t  t h e  e a r t h ' s  m a g n e t i c  f i e l d  a t  t i m e s  e x t e n d s  o u t  a s  f a r  a s  1 0 0 , 0 0 0  k m  
a n d  o s c i l l a t e s  w i t h  s o l a r  f l a r e  a c t i v i t y .  
( 3 )  D i s c o v e r y  o f  i n t e r p l a n e t a r y  m a g n e t i c  f i e l d  w h i c h  f l u c t u a t e s  i n  i n t e n s i t y  i n  r e l a t i o n  
t o  s o l a r  f l a r e  a c t i v i t y .  
( 4 )  A c h i e v e m e n t  o f  t h e  f i r s t  r a d i o  c o m m u n i c a t i o n  o v e r  i n t e r p l a n e t a r y  d i s t a n c e s .  
( 5 )  D i s c o v e r y  t h a t  t h e  p l a n a r  a n g l e  o f  t h e  i n t e r p l a n e t a r y  m a g n e t i c  f i e l d  f o r m s  a  l a r g e  
a n g l e  w i t h  t h e  p l a n e  o f  t h e  e c l i p t i c .  
( 6 )  D i s c o v e r y  t h a t  t h e  F o r b u s h  d e c r e a s e  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  p r e s e n c e  o f  e a r t h ' s  m a g -
n e t i c  f i e l d .  
( 7 )  D i s c o v e r y  o f  p e n e t r a t i n g  r a d i a t i o n  b e y o n d  t h e  V a n  A l l e n  b e l t s .  T h e  c o n c l u s i o n  i s  
t h a t  r a d i a t i o n  w i l l  b e  a  m a j o r  h a z a r d  f o r  m a n n e d  f l i g h t  b e t w e e n  e a r t h  a n d  V e n u s .  
1 1 .  L u n a r  O r b i t e r  I I  ( U .  S .  ),  2 5  S e p t e m b e r  1 9 6 0 ,  f a i l u r e .  
1 2 .  L u n a r  O r b i t e r  I I I  ( U . S . ) ,  1 5  D e c e m b e r  1 9 6 0 ,  f a i l u r e  
1 3 .  R a n g e r  I  ( U . S . ) ,  2 3  A u g u s t  1 9 6 1 ,  f a i l u r e .  
T h e  m i s s i o n  o b j e c t i v e  w a s  t o  m a k e  h i g h l y  e l l i p t i c a l  e a r t h  o r b i t s  n e a r  m i n i m u m  t h r e e - b o d y  v e l o c i t y  
f o r  e a r t h  e s c a p e .  R a n g e r  I  w a s  i n j e c t e d  i n t o  a  p a r k i n g  o r b i t  a r o u n d  e a r t h .  I t  w a s  p l a n n e d  t o  i n j e c t  
t h e  s p a c e  v e h i c l e  f r o m  p a r k i n g  o r b i t  b y  a  v e l o c i t y  i m p u l s e  o f  a b o u t  3 2 0 0  m /  s e c  i n t o  t h e  d e s i r e d  t r a -
j e c t o r y .  H o w e v e r ,  t h e  a c t u a l  v e l o c i t y  i m p u l s e  w a s  o n l y  7 3  m /  s e c ,  w h i c h  r e s u l t e d  i n  a  l o w  a l t i t u d e  
e a r t h  o r b i t  a n d  c a u s e d  t h e  v e h i c l e  t o  r e - e n t e r  t h e  a t m o s p h e r e  a f t e r  o n e  w e e k .  D u r i n g  t h i s  t i m e ,  t h e  
o n - b o a r d  i n s t r u m e n t s  f u n c t i o n e d  f l a w l e s s l y .  
T h e  p l a n n e d  e x p e r i m e n t s  a n d  i n s t r u m e n t s  f o r  R a n g e r s  I  a n d  I I  a r e :  
S u b j e c t s  o f  E x p e r i m e n t  
F i e l d s ,  c h a r g e d  p a r t i c l e s  
a n d  s o l a r  X - r a y s  
I n s t r u m e n t s  a n d  M e a s u r e m e n t s  
E l e c t r o s t a t i c  a n a l y z e r  f o r  s o l a r  p l a s m a  
S e m i c o n d u c t o r  d e t e c t o r s  a n d  t h i n - w a l l e d  G e i g e r - M u e l l e r  
c o u n t e r  
1 I - 3 0  
l  
i  
f  
1  
I  
S u b j e c t s  o f  E x p e r i m e n t  
H y d r o g e n  g e o c o r o n a  
I n t e r p l a n e t a r y  d u s t  
1 4 .  R a n g e r  I I  ( U .  S .  ~ 1 8  N o v e m b e r  1 9 6 1 ,  f a i l u r e .  
I n s t r u m e n t s  a n d  M e a s u r e m e n t s  
I o n i z a t i o n  c h a m b e r  
T r i p l e - c o i n c i d e n c e  t e l e s c o p e s  
R n  v a p o r  m a g n e t o m e t e r  
X - r a y  s c i n t i l l a t i o n  d e t e c t o r s  
L y m a n - a l p h a  t e l e s c o p e  
M i c r o m e t e o r i t e  c o m p o s i t e  d e t e c t o r s  
R a n g e r  I I  h a d  t h e  s a m e  m i s s i o n  o b j e c t i v e s  a n d  o n - b o a r d  i n s t r u m e n t s  a s  R a n g e r  1 .  I t s  i n j e c t i o n  r o c k e t  
f r o m  e a r t h  p a r k i n g  o r b i t  f a i l e d  a n d  i t  r e - e n t e r e d  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e  a f t e r  9  h r .  
1 5 .  R a n g e r  I I I  ( U .  S . l  2 6  J a n u a r y  1 9 6 2 ,  p a r t i a l  s u c c e s s .  
T h e  m i s s i o n  o f  R a n g e r s  I I I ,  I V  a n d  V  w a s  t o  i m p a c t  t h e  m o o n  t o  l a n d  a  s c i e n t i f i c  p a c k a g e .  
R a n g e r  I I I  u s e d  a n  e a r t h  p a r k i n g  o r b i t .  H o w e v e r ,  t h e  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  w a s  t o o  h i g h .  P e r i c y n t h i o n  
w a s  r e a c h e d  5 1  h r  a f t e r  l a u n c h .  T h e  l u n a r  d i s t a n c e  a t  t h a t  t i m e  w a s  3 6 , 7 8 5  k m  a n d  t h e  s e l e n o c e n t r i c  
v e l o c i t y  w a s  1 8 7 2  m /  s e c .  I t  c o n t i n u e d  i n t o  a  s o l a r  o r b i t  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :  
P e r i o d  
P e r i h e l i o n  d i s t a n c e  
A p h e l i o n  d i s t a n c e  
4 0 6 ? 4  
1 4 7 . 1 2  x  1 0
6  
k m  
1 7 3 . 9 0  x  1 0
6  
k m  
0 . 9 8 3 9  A U  
1 .  1 6 3  A U  
T h e  m i s s i o n  o b j e c t i v e s  a n d  e x p e r i m e n t s  p l a n n e d  f o r  R a n g e r s  I I I ,  I V  a n d  V  w e r e  t o :  
( 1 )  C o l l e c t  y - r a y  d a t a  i n  f l i g h t  a n d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n .  
( 2 )  R e l a y  t o  e a r t h ,  b y  a  v i d i c o n  T V  c a m e r a ,  p h o t o s  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e .  
( 3 )  P l a c e  a n  i n s t r u m e n t e d  t r a n s m i t t i n g  c a p s u l e  c o n t a i n i n g  a  s e i s m o m e t e r  o n  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  t o  r e l a y  s e i s m i c  d a t a  t o  e a r t h .  
( 4 )  D e t e r m i n e  t h e  r a d a r  r e f l e c t i v i t y  o f  t h e  m o o n  b y  a  r a d a r  a l t i m e t e r .  
( 5 )  D e v e l o p  s p a c e c r a f t  a n d  s p a c e  f l i g h t  t e c h n o l o g y .  
T h e  w e i g h t  o f  R . a n g e r s  I I I ,  I V  a n d  V  w a s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  3 0 0 0  n e w t o n s .  
1 6 .  R a n g e r  I V  ( U .  S . ) ,  2 3  A p r i l  1 9 6 2 ,  p a r t i a l  s u c c e s s .  
R a n g e r  I V  w a s  l a u n c h e d  a t  2 0 5 0  U T ,  2 3  A p r i l  1 9 6 2 ,  a n d  i m p a c t e d  o n  t h e  m o o n  a t  1 2 5 0  U T ,  2 6  A p r i l  
1 9 6 2 ,  a f t e r  a  f l i g h t  t i m e  o f  6 3  h r .  I t  f a i l e d  t o  p e r f o r m  a n y  o f  i t s  p l a n n e d  e x p e r i m e n t s .  
1 7 .  R a n g e r  V  ( U . S . ) ,  1 8  O c t o b e r  1 9 6 2 ,  f a i l u r e .  
T h e  s p a c e  v e h i c l e  w a s  l a u n c h e d  a t  1 6 5 9  U T .  R a n g e r  V  h a d  a  p o w e r  f a i l u r e  8
h
4 6
m  
a f t e r  l a u n c h ,  a n d  
i t  m i s s e d  t h e  m o o n  b y  7 2 5  k m  o n  2 1  O c t o b e r ,  c o n t i n u i n g  i n t o  a  s o l a r  o r b i t .  T h e  R a n g e r  p r o g r a m  w a s  
t e m p o r a r i l y  h a l t e d  f o r  a  p r o g r a m  r e v i e w  i n  v i e w  o f  t h e  f a c t  t h a t  5  f i r i n g s  w e r e  e i t h e r  f a i l u r e s  o r ,  a t  
b e s t ,  p a r t i a l  s u c c e s s e s .  
I I  - 3 1  
I  
L  
E .  R E F E R E N C E S  
1 .  " O r b i t a l  F l i g h t  H a n d b o o k , "  E R  1 2 6 8 4 ,  M a r -
t i n  C o m p a n y ,  S p a c e  S y s t e m s  D i v i s i o n ,  
( B a l t i m o r e ) ,  1 9 6 3 .  
2 .  H e r r i c k ,  S . ,  B a k e r ,  R . M . L . ,  J r .  a n d  
H i l t o n ,  C .  G . ,  " G r a v i t a t i o n a l  a n d  R e l a t e d  
C o n s t a n t s  f o r  A c c u r a t e  S p a c e  N a v i g a t i o n ,  "  
E i g h t h  I n t e r n a t i o n a l  A s t r o n a u t i c a l  C o n g r e s s ,  
B a r c e l o n a ,  1 9 5 7  ( P r o c e e d i n g s ) ,  S p r i n g e r  
V e r l a g  ( V i e n n a ) ,  1 9 5 8 ,  p p  1 9 7  t o  2 3 5 .  
3 .  M a k e m s o n ,  M .  W . ,  B a k e r ,  R . M .  L . ,  J r .  
a n d  W e s t r o m ,  G .  B . ,  " A n a l y s i S  a n d  S t a n d -
a r d i z a t i o n  o f  A s t r o d y n a m i c  C o n s t a n t s ,  "  
J o u r n a l  o f  A s t r o n a u t i c a l  S c i e n c e s ,  V o l .  8 ,  
N o . 1 ,  S p r i n g  1 9 6 1 ,  p p  1  t o  1 3 .  
4 .  K a u l a ,  W .  M . ,  " A  G e o i d  a n d  W o r l d  G e o d e t i c  
S y s t e m  B a s e d  o n  a  C o m b i n a t i o n  o f  G r a v i -
m e t r i c ,  A s t r o g e o d e t i c ,  a n d  S a t e l l i t e  D a t a ,  "  
J o u r n a l  o f  G e o p h y S i c s  R e s .  V o l .  6 6 ,  J u n e  
1 9 6 1 ,  p p  1 7 9 9  t o  1 8 1 1 ;  a l s o  N A S A  T e c h n i c a l  
N o t e  T N  D - 7 0 2 ,  M a y  1 9 6 1 .  
5 .  K r a u s e ,  H .  G .  L . ,  " O n  a  C o n s i s t e n t  S e t  o f  
A s t r o d y n a m i c  C o n s t a n t s , "  G e o r g e  C .  M a r -
s h a l l  S p a c e  F l i g h t  C e n t e r  R e p o r t  M T P - P  &  
V E - F  6 2 - 1 2  ( N A S A )  ( H u n t s v i l l e ,  A l a b a m a ) ,  
1 9 6 3 .  
6 .  " A m e r i c a n  E p h e m e r i s  a n d  N a u t i c a l  A l m a n a c , "  
p u b l i s h e d  a n n u a l l y  b y  t h e  N a u t i c a l  A l m a n a c  
O f f i c e ,  U n i t e d  S t a t e s  N a v a l  O b s e r v a t o r y ,  
W a s h i n g t o n ,  D .  C .  ( o b t a i n a b l e  f r o m  t h e  
S u p e r i n t e n d e n t  o f  D o c u m e n t s ,  U .  S .  G o v e r n -
m e n t  P r i n t i n g  O f f i c e ,  W a S h i n g t o n  2 5 ,  D .  C . ) .  
7 .  E h r i c k e ,  K .  A . ,  " S p a c e  F l i g h t , "  V a n  N o s -
t r a n d  ( P r i n c e t o n ,  N e w  J e r s e y ) ,  1 9 6 0 .  
8 .  d e S i t t e r ,  W .  a n d  B r o u w e r ,  D . ,  " O n  t h e  
S y s t e m  o f  A s t r o n o m i c a l  C o n s t a n t s ,  "  B u l l e t i n  
o f  t h e  A s t r o n o m i c a l  I n s t i t u t e s  o f  t h e  N e t h e r -
l a n d s ,  V o l .  V I I I ,  N o .  3 0 7 , 8  J u l y  1 9 3 8 ,  p p  
2 1 3  t o  2 3 1 .  
9 .  A l e x a n d r o v ,  I . ,  " T h e  L u n a r  G r a v i t a t i o n a l  
P o t e n t i a l ,  "  A d v a n c e s  i n  t h e  A s t r o n a u t i c a l  
S c i e n c e s ,  V o l .  5 ,  P l e n u m  P r e s s ,  N e w  Y o r k ,  
1 9 6 0 ,  p p  3 2 0  t o  3 2 4 .  
1 0 .  B a k e r ,  R . M . L . ,  J r .  a n d  M a k e m s o n ,  M .  W . ,  
" A n  I n t r o d u c t i o n  t o  A s t r o d y n a m i c s ,  "  A c a -
d e m i c  P r e s s  ( N e w  Y o r k ) ,  1 9 6 0 .  
1 1 .  J e f f r e y s ,  H . ,  " T h e  E a r t h ,  I t s  O r i g i n ,  H i s -
t o r y ,  a n d  P h y s i c a l  C o n s t i t u t i o n ,  "  F o u r t h  
e d . ,  C a m b r i d g e  U n i v e r s i t y  P r e s s ,  1 9 5 9 .  
1 2 .  T o w n s e n d ,  G .  E . ,  " A n a l y s i s  o f  H e l i o c e n t r i c ,  
P l a n e t o c e n t r i c ,  G e o c e n t r i c  a n d  S e l e n o c e n t r i c  
C o n s t a n t s ,  "  E R  1 2 2 0 1 ,  M a r t i n  C o m p a n y ,  
S p a c e  S y s t e m s  D i v i s i o n  ( B a l t i m o r e ) ,  J u n e  
1 9 6 2 .  
1 3  J a f f e ,  L .  D .  a n d  R i t t e n h o u s e ,  J .  B . ,  " B e -
h a v i o r  o f  M a t e r i a l s  i n  S p a c e  E n v i r o n m e n t s ,  "  
A R S  J o u r n a l ,  V o l .  3 2 ,  N o . 3 ,  M a r c h  1 9 6 2 ,  
p p  3 2 0  t o  3 4 5 .  
I I - 3 2  
1 4 .  N i c o l e t ,  M . ,  " D e n s i t y  o f  t h e  H e t e r o s p h e r e  
R e l a t e d  t o  T e m p e r a t u r e ,  "  S A O  S p e c i a l  
R e p o r t  N o .  7 5 ,  S m i t h s o n i a n  A s t r o p h y s i c a l  
O b s e r v a t o r y  ( C a m b r i d g e ,  M a s s a c h u s e t t s ) ,  
1 9 6 1 .  
1 5 .  J o h n s o n ,  F .  S . ,  e d i t o r ,  " S a t e l l i t e  E n v i r o n -
m e n t  H a n d b o o k ,  "  S t a n f o r d  U n i v e r s i t y  P r e s s  
( S t a n f o r d ,  C a l i f o r n i a ) ,  1 9 6 1 .  
1 6 .  W i l k i n s ,  H .  P .  a n d  M o o r e ,  P . ,  " T h e  M o o n ,  "  
M a c m i l l a n  ( N e w  Y o r k ,  1 9 5 5 .  
1 7 .  B l a g g ,  M .  A .  a n d  S a u n d e r ,  S .  A . ,  " C o l l a t e d  
L i s t  o f  L u n a r  F o r m a t i o n s  N a m e d  o r  L e t t e r e d  
i n  t h e  M a p s  o f  N e i s o n ,  S c h m i d t ,  M < i d l e r ,  "  
L u n a r  N o m e n c l a t u r e  C o m m i t t e e  o f  t h e  
I n t e r n a t i o n a l  A s s o c i a t i o n  o f  A c a d e m i e s ,  
1 9 1 3 ,  p  1 9 6 .  
1 8 .  B l a g g ,  M .  A .  a n d  M u l l e r ,  K . ,  " N a m e d  
L u n a r  F o r m a t i o n s ,  "  I n t e r n a t i o n a l  A s t r o -
n o m i c a l  U n i o n ,  1 9 3 5 .  
1 9 .  B o b r o v n i k o f f ,  N .  T . ,  " N a t u r a l  E n v i r o n -
m e n t  o f  t h e  M o o n ,  "  W A D C  P h a s e  T e c h n i c a l  
N o t e  8 4 7 - 3 ,  W r i g h t  A i r  D e v e l o p m e n t  C e n t e r  
( D a y t o n ,  O h i o ) ,  J u n e  1 9 5 9 ,  A S T I A  D o c u m e n t  
N o .  A D  2 4 2 1 7 7 .  
2 0 .  F i e l d e r ,  G . ,  " S t r u c t u r e  o f  t h e  M o o n ' s  
S u r f a c e ,  "  P e r g a m o n  P r e s s  ( N e w  Y o r k ) ,  
1 9 6 1 .  
2 1 .  F i r s o f f ,  V .  A . ,  " S u r f a c e  o f  t h e  M o o n ,  I t s  
S t r u c t u r e  a n d  O r i g i n ,  "  H u t c h i n s o n  a n d  
C o m p a n y ,  L t d .  ( L o n d o n ) ,  1 9 6 1 .  
2 2 .  A l l e n ,  C .  W . ,  " A s t r o p h Y S i c a l  Q u a n t i t i e s "  
( L o n d o n ) ,  1 9 5 5 .  
2 3 .  M u n c e y ,  R .  W . ,  " C a l c u l a t i o n  o f  L u n a r  
T e m p e r a t u r e ,  " N a t u r e ,  V o l .  1 8 1 ,  2 4  M a y  
1 9 5 8 ,  p p  1 4 5 8  t o  1 4 5 9 .  
2 4 .  M e z g e r ,  P .  S .  a n d  S t r a s s l ,  H . ,  " T h e  
T h e r m a l  R a d i a t i o n  o f  t h e  M o o n  a t  1 4 2 0  
M C / S ,  "  P l a n e t a r y  a n d  S p a c e  S c i e n c e ,  
V o l .  1 ,  1 9 5 9 ,  p p  2 1 3  t o  2 2 6 .  
2 5 .  G e o f f r i o n ,  A .  R . ,  K o r n e r  M .  a n d  S i n t o n ,  
W .  M . ,  " I s o t h e r m a l  C o n t o u r s  o f  t h e  M o o n ,  "  
L o w e l l  O b s e r v a t o r y  B u l l e t i n  N o .  1 0 6 ,  
1 9 6 0 .  
2 6 .  V a l l e y ,  S .  L . ,  e d i t o r ,  " S p a c e  a n d  P l a n e t a r y  
E n v i r o n m e n t s ,  " A F C R L - 6 2 - 2 7 0 ,  A i r  F o r c e  
S u r v e y s  i n  G e o p h Y S i c s  N o .  1 3 9 ,  G R D  A i r  
F o r c e  C a m b r i d g e  R e s e a r c h  L a b o r a t o r i e s  
( B e d f o r d ,  M a s s a c h u s e t t s ) ,  J a n u a r y  1 9 6 2 .  
2 7 .  P e t t i t ,  E .  a n d  N i c h o l s o n ,  S .  B . ,  " L u n a r  
R a d i a t i o n  T e m p e r a t u r e s ,  "  A s t r o p h y s i c a l  
J o u r n a l ,  V o l .  7 1 ,  1 9 3 0 ,  P  1 0 2 ,  a n d  A s t r o -
p h y s i c a l  J o u r n a l ,  V o l .  9 1 ,  1 9 4 0 ,  P  4 0 8 .  
2 8 .  G o l d ,  Q . ,  " D u s t  o n  t h e  M o o n ,  "  V i s t a s  i n  
A s t r o n a u t i c s ,  V o l .  2 ,  1 9 5 9 ,  p p  2 6 1  t o  2 6 6 .  
2 9 .  W h i p p l e ,  F .  L . ,  " O n  t h e  L u n a r  D u s t  
L a y e r ,  "  V i s t a s  i n  A s t r o n a u t i c s ,  V o l .  2 ,  
1 9 5 9 ,  p p  2 6 7  t o  2 7 2 .  
1  
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3 0 .  R o c h e ,  R .  A . ,  " T h e  I m p o r t a n c e  o f  H i g h  
V a c u u m  i n  S p a c e  E n v i r o n m e n t  S i m u l a t i o n ,  "  
V i s t a s  i n  A s t r o n a u t i c s ,  V o l .  2 ,  1 9 5 9 ,  
p p  2 2  t o  2 7 .  
3 1 .  S y t i n s k a y a ,  N .  N . ,  " P r o b a b l e  D i m e n s i o n s  
o f  M i c r o f e a t u r e s  o f  t h e  L u n a r  S u r f a c e ,  "  
A R S  J o u r n a l  ( R u s s i a n  S u p p l e m e n t ) ,  V o l .  3 2 ,  
N o . 3 ,  M a r c h  1 9 6 2 ,  p p  4 8 8  a n d  4 8 9 .  
3 2 .  J e a n s ,  J . ,  " D y n a m i c a l  T h e o r y  o f  G a s e s , "  
D o v e r  P u b l i c a t i o n s ,  I n c . ,  1 9 5 4 .  
3 3 .  R u s s e l l ,  H .  N . ,  D u g a n ,  R .  S .  a n d  S t e w a r t  
J .  Q . ,  " A s t r o n o m y , "  G i n n  a n d  C o m p a n y ,  
1 9 4 5 .  
3 4 .  L i p s k i ,  Y .  N . ,  " O n  t h e  E x i s t e n c e  o f  a  L u n a r  
A t m o s p h e r e ,  "  D o k l  A k a d .  N a u k . ,  V o l .  6 5 ,  
1 9 4 9 ,  p p  4 6 5  t o  4 6 8 .  
3 5 .  L y o t ,  B .  a n d  D o l l f u s ,  A . ,  " R e c h e r c h e  d ' u n e  
A t m o s p h e r e  a u  V o i s i n a g e  d e  l a  L u n e ,  "  
C o m p t e s  R e n d u s  d ' A c a d e m i e  d e  S c i e n c e ,  
V o l .  2 2 9 ,  1 9 4 9 ,  p p  1 2 7 7  t o  1 2 8 0 .  
3 6 .  D o l l f u s ,  A . ,  " N o u v e l l e ,  R e c h e r c h e  d ' u n e  
A t m o s p h e r e  a u  V o i s i n a g e  d e  l a  L u n e ,  "  
C o m p t e s  R e n d u s  d ' A c a d e m i e  d e  S c i e n c e ,  
V o l .  2 3 4 ,  1 9 5 2 ,  p p  2 0 4 6  t o  2 0 4 9 .  
3 7 .  E l s m o r e ,  B .  a n d  W h i t f i e l d ,  G .  R . ,  " L u n a r  
O c c u l t a t i o n  o f  a  R a d i o  S t a r  a n d  t h e  D e r i v a t i o n  
o f  a n  U p p e r  L i m i t  f o r  t h e  D e n s i t y  o f  t h e  
L u n a r  A t m o s p h e r e ,  " N a t u r e ,  V o l .  1 7 6 ,  
1 9 5 5 ,  p p  4 5 7  t o  4 5 8 .  
3 8 .  C o s t a i n ,  C .  H . ,  E l s m o r e ,  B .  a n d  W h i t f i e l d ,  
G .  R . ,  " R a d i o  O b s e r v a t i o n s  o f  a  L u n a r  
O c c u l t a t i o n  o f  t h e  C r a b  N e b u l a ,  "  M o n t h l y  
N o t i c e s  o f  t h e  R o y a l  A s t r o n o m i c a l  S o c i e t y ,  
V o l .  1 1 6 ,  1 9 5 6 ,  p p  3 8 0  t o  3 8 5 .  
1 I - 3 3  
3 9 .  O p i k ,  E .  J .  a n d  S i n g e r ,  S .  F . ,  " E s c a p e  o f  
G a s e s  f r o m  t h e  M o o n ,  "  J o u r n a l  o f  G e o p h y -
s i c a l  R e s e a r c h ,  V o l .  6 5 ,  1 9 6 0 ,  p p  3 0 6 5  t o  
3 0 7 0 .  
4 0 .  K o z y r e v ,  N .  A . ,  " O b s e r v a t i o n s  o f  a  V o l c a n i c  
P r o c e s s  o n  t h e  M o o n ,  "  S k y  a n d  T e l e s c o p e ,  
V o l .  1 8 ,  1 9 5 9 ,  p p  1 8 4  t o  1 8 6 .  
4 1 .  J u d s o n ,  L .  V . ,  " U n i t s  o f  W e i g h t  a n d  M e a s -
u r e  ( U n i t e d  S t a t e s  C u s t o m a r y  a n d  M e t r i c ) '  
D e f i n i t i o n s  a n d  T a b l e s  o f  E q u i v a l e n t s ,  "  
N a t i o n a l  B u r e a u  o f  S t a n d a r d s  M i s c e l l a n e o u s  
P u b l i c a t i o n s  2 3 3  ( W a s h i n g t o n ) ,  D e c e m b e r  
2 0 ,  1 9 6 0 .  
4 2 .  G r e e n ,  M .  H . ,  " I n t e r n a t i o n a l  a n d  M e t r i c  
U n i t s  o f  M e a s u r e m e n t ,  "  C h e m i c a l  P u b l i s h -
i n g  C o m p a n y ,  I n c .  ( N e w  Y o r k ) ,  1 9 6 1 .  
4 3 .  " A s t r o l o g - - C u r r e n t  S t a t u s  o f  U . S .  M i s s i l e  
a n d  S p a c e  P r o g r a m s  P l u s  A l l  O r b i t i n g  
S a t e l l i t e s ,  "  M i s s i l e s  a n d  R o c k e t s ,  V o l .  1 1 ,  
N o .  1 0 ,  3  S e p t e m b e r  1 9 6 2 ,  p p  1 9  t o  3 0 .  
4 4 .  S t a f f o r d ,  W .  H .  a n d  C r o f t ,  R .  M . ,  " A r t i f i -
c i a l  E a r t h  S a t e l l i t e s  a n d  S u c c e s s f u l  S o l a r  
P r o b e s ,  1 9 5 7  t o  1 9 6 0 ,  "  N A S A  T e c h n i c a l  
N o t e  T N  D - 6 0 1 ,  M a r c h  1 9 6 1 .  
4 5 .  C u m m i n g s ,  C . ! . ,  e t  a l . ,  " T h e  R a n g e r  
P r o g r a m ,  "  J P L  T e c h n i c a l  R e p o r t  3 2 - 1 4 1 ,  
J e t  P r o p u l s i o n  L a b o r a t o r y  ( P a s a d e n a ,  
C a l i f o r n i a ) ,  S e p t e m b e r  1 9 6 1 .  
4 6 .  K u i p e r ,  G .  a n d  M i d d l e h u r s t ,  B .  M . ,  e d i t o r s ,  
" P l a n e t s  a n d  S a t e l l i t e s ,  "  U n i v e r s i t y  o f  
C h i c a g o  P r e s s  ( C h i c a g o ) ,  1 9 6 1 .  
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T H E  E A R T H - M O O N  S Y S T E M  
P r e p a r e d  b y :  
F .  O .  M a r t i k a n ,  F .  S a n t o r a ,  a n d  R .  S a l i n g e r  
M a r t i n  C o m p a n y  ( B a l t i m o r e )  
A e r o s p a c e  M e c h a n i c s  D e p a r t m e n t  
M a r c h  1 9 6 3  
G e o m e t r y  a n d  C o o r d i n a t e  S y s t e m  s  
M o t i o n  i n  E a r t h  - M o o n  S p a c e  
M o t i o n  o f  t h e  M o o n  
R e f e r e n c e s  . . . . . .  
T a b l e s  a n d  I l l u s t r a t i o n s  
P a g e  
I I I - 1  
I I I  - 1 4  
I I I  - 2 2  
I I I - 3 4  
1 I I - 3 7  
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I I I .  T H E  E A R T H - M O O N  S Y S T E M  
T h i s  c h a p t e r  i s  a n  i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  k i n e -
m a t i c s  a n d  d y n a m i c s  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m .  
T h i s  i n t r o d u c t i o n  i s  n e c e s s a r y  b e f o r e  a n y  a c t u a l  
t r a j e c t o r y  p r o g r a m s  o r  t r a j e c t o r i e s  c a n  b e  d i s -
c u s s e d ,  i n  o r d e r  t o  p r e s e n t  a  c l e a r  u n d e r s t a n d i n g  
o f  t h e  g e o m e t r y ,  t h e  v a r i o u s  c o o r d i n a t e  s y s t e m s ,  
t h e  v o c a b u l a r y  a n d  p r e v i o u s  w o r k  i n  c e l e s t i a l  
m e c h a n i c s  p e c u l i a r  t o  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m .  
S e c t i o n  A  i n t r o d u c e s  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  u s e -
f u l  f o r  v a r i o u s  a s p e c t s  o f  e a r t h  t o  m o o n  f l i g h t  
s u c h  a s  t r a c k i n g ,  m o t i o n  i n  s p a c e ,  g u i d a n c e ,  
l u n a r  r e c o n n a i s s a n c e  a n d  a t t i t u d e  c o n t r o l .  E m -
p h a s i s  i s  p l a c e d  o n  t h e  s e l e n o g r a p h i c  o r  m o o n -
c e n t e r e d  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  t r a n s -
f o r m a t i o n  f r o m  g e o c e n t r i c  o r  e a r t h - c e n t e r e d  
i n e r t i a l  t o  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s .  A  l i s t  o f  
c u r r e n t  l u n a r  m a p s  i s  a l s o  g i v e n .  S e c t i o n  B  i n -
t r o d u c e s  t h e  c l a s s i c a l  t h r e e - b o d y  a n d  r e s t r i c t e d  
t h r e e - b o d y  p r o b l e m s  o f  a s t r o n o m y  a n d  t h e i r  a p -
p l i c a t i o n  t o  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  o f  t h e  e a r t h ,  
m o o n ,  a n d  s p a c e  v e h i c l e .  V a l u a b l e  q u a l i t a t i v e  
a s  w e l l  a s  q u a n t i t a t i v e  t r a j e c t o r y  i n f o r m a t i o n  c a n  
b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b -
l e m .  H o w e v e r ,  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e s t r i c t e d  
t h r e e - b o d y  p r o b l e m  t o  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  l u n a r  
m i s s i o n s  a n d  i t s  a d a p t a t i o n  f o r  t r a j e c t o r y  c a l c u -
l a t i o n s  w i l l  b e  d e f e r r e d  t o  C h a p t e r  I V .  S e c t i o n  C  
d i s c u s s e s  t h e  v e r y  c o m p l e x  m o t i o n  o f  t h e  m o o n ,  
s o m e  t h e o r i e s  u s e d  t o  f i n d  t h i s  m o t i o n ,  a n d  t h e  
a d a p t a t i o n  o f  t h e s e  t h e o r i e s  i n  g e n e r a t i n g  l u n a r  
e p h e m e r i d e s  f o r  o b s e r v a t i o n s  a n d  s i m u l a t i o n  o f  
t h e  m o o n  i n  a c c u r a t e  t r a j e c t o r y  c o m p u t e r  p r o -
g r a m s .  
A .  G E O M E T R Y  A N D  C O O R D I N A T E  
S Y S T E M S  
I n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  
a n d  o f  v e h i c l e s  i n  t h e  e a r t h - m o o n  s p a c e  m a n y  
d i f f e r e n t  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  h a v e  b e e n  e m p l o y e d  
d e p e n d i n g  o n  t h e  p a r t i c u l a r  p r o b l e m  o f  m o t i o n  t o  
b e  s o l v e d .  S e v e r a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  u s e d  
i n  l u n a r  f l i g h t  p r o b l e m s  s i n c e  s e v e r a l  d i f f e r e n t  
d i s c i p l i n e s  s u c h  a s  g e o g r a p h y ,  a s t r o n o m y ,  a e r o -
d y n a m i c s ,  k i n e m a t i c s ,  d y n a m i c s ,  a n d  n u m e r i c a l  
a n a l y s i s  e n t e r  i n t o  t h e  p r o b l e m  w i t h  e a c h  d i s c i p l i n e  
h a v i n g  e v o l v e d  i t s  o w n  t e c h n i q u e s  a n d  s e t s  o f  c o -
o r d i n a t e s .  S o m e  o f  t h e  m o r e  c o m m o n l y  e m p l o y e d  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
p a g e s  a c c o r d i n g  t o  t h e i r  o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s ,  
t h e  p r i n c i p a l  d i r e c t i o n s  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  p l a n e ;  
t r a n s f o r m a t i o n  e q u a t i o n s  b e t w e e n  t h e  m a j o r  s y s -
t e m s  a r e  g i v e n .  T h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  f u r -
t h e r  c l a s s i f i e d  i n t o  ( 1 )  e a r t h - c e n t e r e d  c o o r d i n a t e s ,  
( 2 )  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s ,  ( 3 )  t r a j e c t o r y  c o -
o r d i n a t e s ,  a n d  ( 4 )  v e h i c l e - c e n t e r e d  c o o r d i n a t e s .  
B e f o r e  a  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  t h e  v a r i o u s  c o -
o r d i n a t e  s y s t e m s  i s  a t t e m p t e d ,  s o m e  b a s i c  d e f i -
n i t i o n s  o f  t h e  p r i n c i p a l  t i m e  s y s t e m s  w i l l  b e  g i v e n  
s i n c e  t i m e  u s u a l l y  e n t e r s  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  m o t i o n  
o r  o b s e r v a t i o n  o f  c e l e s t r i a 1  b o d i e s  a n d  s p a c e  v e -
h i c l e s  a s  t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e .  T h e  f u n d a -
m e n t a l  t i m e  u n i t  i s  t h e  s i d e r e a l  d a y ,  o r  t h e  p e r i o d  
o f  r e v o l u t i o n  o f  t h e  e a r t h  a b o u t  i t s  a x i s  w i t h  r e -
s p e c t  t o  t h e  s t a r s .  T h i s  t i m e  s y s t e m  i s  k n o w n  a s  
s i d e r e a l  t i m e  ( S T ) .  M e a n  s o l a r  t i m e  ( M S T )  o r  
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c i v i l  t i m e  i s  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p o s i t i o n  
o f  a  f i c t i t i o u s  m e a n  s u n  w h i c h  m o v e s  u n i f o r m l y  
a l o n g  t h e  e q u a t o r  a n d  h e n c e  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  
e a r t h ' s  r o t a t i o n  a n d  i t s  o r b i t a l  m o t i o n  a s  w e l l .  
T h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  m e a n  s o l a r  t i m e  a n d  a p -
p a r e n t  s o l a r  t i m e ,  t h e  l a t t e r  b e i n g  b a s e d  o n  t h e  
a p p a r e n t  p o s i t i o n  o f  t h e  s u n ,  n e v e r  e x c e e d s  1 6  
m i n u t e s .  U n i v e r s a l  t i m e  ( U T ) ,  s o m e t i m e s  r e -
f e r r e d  t o  a s  G r e e n w i c h  m e a n  t i m e ,  i s  t h e  m e a n  
s o l a r  t i m e  r e f e r r e d  t o  t h e  G r e e n w i c h  ( p r i m e )  
m e r i d i a n .  H o w e v e r ,  t h e  a b o v e  l i s t e d  c l o c k  t i m e s  
r e f l e c t  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  r o t a t i o n a l  r a t e  o f  t h e  
e a r t h  d u e  t o  t i d a l  f r i c t i o n  a n d  i r r e g u l a r i t i e s  f r o m  
u n k n o w n  s o u r c e s .  A  u n i f o r m  m a t h e m a t i c a l  t i m e  
w h i c h  i s  d e f i n e d  b y  t h e  a p p a r e n t  a n n u a l  m o t i o n  o f  
t h e  s u n  i n  t r u e  o r b i t a l  l o n g i t u d e  r a t h e r  t h a n  t h e  
r o t a t i o n  o f  t h e  e a r t h ,  i s  t h e  e p h e m e r i s  t i m e  ( E T )  
o r  N e w t o n i a n  t i m e .  T h e  m a t h e m a t i c a l  t h e o r y  
o f  e p h e m e r i s  t i m e  h a s  b e e n  d e v e l o p e d ,  a n d  t h e  
v a l u e s  
/ : ; . T  =  E T  - U T  
( 1 )  
a r e  g i v e n  i n  t h e  A m e r i c a n  E p h e m e r i s  ( R e f .  1 ) ,  
w h i c h  i s  p u b l i s h e d  a n n u a l l y ,  o r  i n  t h e  E x p l a n a t o r y  
S u p p l e m e n t  ( R e f .  2 )  u l ?  t o  t h e  y e a r  o f  p u b l i c a t i o n .  
T h e  f u n d a m e n t a l  e p o c h  f r o m  w h i c h  e p h e m e r i s  
t i m e  i s  m e a s u r e d  i s  1 9 0 0  J a n u a r y  0 ,  G r e e n w i c h  
m e a n  n o o n  i n  U T  w h i c h  i s  s i m u l t a n e o u s l y  1 9 0 0  
J a n u a r y  0 ,  1 2 h  E T  i n  E T .  A t  t h a t  i n s t a n t  / : ; . T  =  O .  
F r o m  p a s t  o b s e r v a t i o n s  / : ; .  T  i s  a p p r o x i m a t e l y  
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s  
i n  1 9 6 2  a n d  t h e  c h a n g e  i n  / : ; .  T  i s  g e n e r a l l y  
l e s s  t h a n  I S  b e t w e e n  y e a r s  ( R e f .  1 ,  p a g e  v i i ) .  A  
d i s c u s s i o n  o f  t i m e  s y s t e m s  i s  g i v e n  i n  R e f .  3 .  
1 .  E a r t h - C e n t e r e d  C o o r d i n a t e s  
a .  G e o g r a p h i c  s y s t e m  
T h e  o r i g i n  o f  t h e  g e o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
i s  t h e  e a r t h ' s  c e n t e r  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  p l a n e  i s  
t h e  e q u a t o r i a l  p l a n e .  L o n g i t u d e  A  i s  m e a s u r e d  
e i t h e r  e a s t  o r  w e s t  f r o m  t h e  G r e e n w i c h  ( p r i m e )  
m e r i d i a n  a n d  t h e  g e o c e n t r i c  l a t i t u d e  c j > '  i s  t h e  a n g l e  
m e a s u r e d  a l o n g  a  m e r i d i a n  f r o m  t h e  e q u a t o r i a l  
p l a n e ,  p o s i t i v e  i f  n o r t h  a n d  n e g a t i v e  i f  s o u t h  o f  
t h e  e q u a t o r i a l  p l a n e .  T h e  l o c a l  r a d i u s  o f  t h e  
e a r t h ,  R c j > '  i s  t h e  t h i r d  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e .  ( S e e  
f o l l o w i n g  s k e t c h .  )  
T h e  l a t i t u d e  u s e d  o n  m a p s  i s  t h e  g e o d e t i c  l a t i -
t u d e  c j >  w h i c h  i s  d e f i n e d  a s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  
e q u a t o r i a l  p l a n e  a n d  a  n o r m a l  t o  t h e  r e f e r e n c e  
e l l i p s o i d  w h i c h  m o s t  n e a r l y  d e s c r i b e s  t h e  m e a n  
s e a  l e v e l  s u r f a c e  o f  t h e  e a r t h .  T h e  g r e a t e s t  d i f -
f e r e n c e  b e t w e e n  c j > '  a n d  c j >  i s  a p p r o x i m a t e l y  O .  1 9
0  
a t  c j > '  =  4 5
0
•  I n  a d d i t i o n ,  t h e r e  i s  a n  a s t r o n o m i c a l  
l a t i t u d e  c j > *  w h i c h  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  l o c a l  
v e r t i c a l  ( a s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  l o c a l  g r a v i t a t i o n a l  
f i e l d  a n d  a f f e c t e d  b y  t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e )  a n d  t h e  
e q u a t o r i a l  p l a n e .  T h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  c j >  a n d  
c j > *  i s  c a l l e d  " s t a t i o n  e r r o r "  a n d  i s  u s u a l l y  n e g l i g i -
b l e .  T h e  g e o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  n o t  a n  
i n e r t i a l  o n e  s i n c e  i t  r o t a t e s  a r o u n d  t h e  e a r t h ' s  
a x i s  z G  a t  a  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y ; :  E B  .  A  
r e c t a n g u l a r  g e o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  
o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h  h a s  i t s  x G - a x i s  
i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  A  =  0 ,  < j >  =  0 ,  t h e  z G - a x i s  t o w a r d  
t h e  n o r t h  p o l e ,  a n d  t h e  y  G  - a x i s  c o m p l e t i n g  t h e  
r i g h t - h a n d e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  t h e  e q u a t o r i a l  
p l a n e .  
G r e e n w i c h  
M e r i d i a n  
W E l l  
•  
z G  
b .  T o p o c e n t r i c  s y s t e m  
L o c a l  
Z e n i t h  
Y G  
E q u a t o r  
E l e c t r o n i c  a n d  o p t i c a l  o b s e r v a t i o n s  o f  s p a c e  
v e h i c l e s  w i l l  b e  g e n e r a l l y  m a d e  f r o m  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  e a r t h .  I t  i s  t h e r e f o r e  a d v a n t a g e o u s  t o  d e -
f i n e  a  t o p o c e n t r i c  o r  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
w i t h  o r i g i n  a t  t h e  o b s e r v e r  a n d  t h e  p l a n e  o f  t h e  
h o r i z o n  a s  t h e  f u n d a m e n t a l  p l a n e .  T h e  x
h  
- a x i s  
o f  t h e  r e c t a n g u l a r  t o p o c e n t r i c  s y s t e m  i s  d i r e c t e d  
t o  t h e  s o u t h  ( u n i t  v e c t o r  ~h)' t h e  Y h  - a x i s  i s  d i -
r e c t e d  t o  t h e  e a s t  ( u n i t  v e c t o r  Y
h
) ,  a n d  t h e  z h  - a x i s  
i s  d i r e c t e d  t o  t h e  a s t r o n o m i c a l  z e n i t h  ( u n i t  v e c t o r  
~h)' T h e  a s t r o n o m i c a l  z e n i t h  z h  i s  i n  t h e  d i r e c -
t i o n  o f  t h e  l o c a l  v e r t i c a l  a n d  t h e  h o r i z o n  i s  a  
p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  z h '  T h e  a z i m u t h ,  A ,  i s  
d e f i n e d  a s  t h e  a n g l e  f r o m  n o r t h  m e a s u r e d  p o s i t i v e  
c l o c k w i s e  i n  t h e  h o r i z o n  p l a n e  a n d  t h e  e l e v a t i o n ,  
€ ,  a s  t h e  a n g l e  m e a s u r e d  f r o m  t h i s  p l a n e  t o w a r d  
t h e  z e n i t h .  T h e  r a n g e  r
p
'  o r  d i s t a n c e  f r o m  t h e  
o b s e r v e r  t o  t h e  v e h i c l e ,  i s  t h e  t h i r d  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e  ( s e e  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  T h e  
t o p o c e n t r i c  s y s t e m  i s  n o t  i n e r t i a l  s i n c e  i t  r o t a t e s  
w i t h  t h e  e a r t h .  
c .  E q u a t o r i a l  s y s t e m  
T h e  o r i g i n  i s  g e n e r a l l y  t a k e n  a t  t h e  e a r t h ' s  
c e n t e r  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  p l a n e  i s  t h e  t r u e  e q u a -
t o r i a l  p l a n e  o f  t h e  e a r t h .  T h e  x  ' E B  - a x i s  i s  d i r e c t e d  
t o w a r d  t h e  t r u e  v e r n a l  e q u i n o x  ( u n i t  v e c t o r  ~EB) 
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t h e  z  E B  - a x i s  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  n o r t h  c e l e s t i a l  
p o l e  ( u n i t  v e c t o r  £  'E B )  a n d  t h e  y '  - a x i s  d i r e c t e d  
s o  a s  t o  f o r m  a  r i g h t - h a n d e d  c~rdinate s y s t e m  
( u n i t  v e c t o r  1
6 1
) ,  S i n c e  t h e  e q u a t o r  a n d  t h e  v e r n a l  
e q u i n o x  a r e  n o t  i n e r t i a l l y  f i x e d  d u e  t o  t h e  p r e c e s -
s i o n  a n d  n u t a t i o n  o f  t h e  e a r t h ' s  a x i s ,  t h e '  e q u a t o r  
a n d  e q U i n o x "  o f  a  c e r t a i n  d a t e  s h o u l d  b e  s p e c i f i e d  
i n  p r e c i S i o n  w o r k .  T h e  t r u e  e q u i n o x  t a k e s  i n t o  
a c c o u n t  t h e  n u t a t i o n  a n d  p r e c e s s i o n  o f  t h e  e a r t h  
w h i l e  t h e  m e a n  e q u i n o x  i g n o r e s  t h e  n u t a t i o n .  D e -
f i n e  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  x @ '  Y E B '  z E B  w i t h  t h e  s a m e  
o r i g i n  a s  t h e  x ' E B '  Y f f i '  z  ' E B  s y s t e m ,  e x c e p t  t h a t  
t h e  x E B - a x i s  p o i n t s  t o w a r d  t h e  m e a n  e q u i n o x  a n d  
x
E B
y  
E B  - p l a n e  i s  t h e  m e a n  e q u a t o r i a l  p l a n e  o f  t h e  
e a r t h  ( s e e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  
N o r t h  P o l e  
/ - - - 0 ' - - - ' "  
P o s i t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  
p r o j e c t e d  o n t o  c e l e s t i a l  
s p h e r e .  
T r u e  v e r n a l  e q u i n o x  
C e l e s t i a l  s p h e r e  
Q  
o  
r i g h t  a s c e n s i o n ,  m e a s u r e d  e a s t  f r o m  t h e  t r u e  
v e r n a l  e q u i n o x  a l o n g  t h e  c e l e s t i a l  e q u a t o r .  T h e  
r i g h t  a s c e n s i o n  m a y  b e  m e a s u r e d  e i t h e r  i n  d e -
g r e e s  o r  h o u r s  ( 1  h r  =  1 5 ° ) .  
d e c l i n a t i o n ,  m e a s u r e d  f r o m  t h e  t r u e  c e l e s t i a l  
e q u a t o r  t o  t h e  r a d i u s  v e c t o r  o f  o b j e c t ,  p o s i t i v e  
t o w a r d  t h e  nort~, n e g a t i v e  t o w a r d  t h e  s o u t h .  
l  
)  
I n  R e f .  1  t h e  c o o r d i n a t e s  a r e  u s u a l l y  r e f e r r e d  
t o  t h e  m e a n  e q u a t o r  a n d  e q u i n o x  o f  t h e  b e g i n n i n g  
o f  t h e  a p p r o p r i a t e  y e a r .  F o r  t h e  c a s e  o f  t h e  s u n ,  
t h e  c e l e s t i a l  l o n g i t u d e  r e f e r r e d  t o  t h e  t r u e  e q u a t o r  
a n d  e q u i n o x  o f  a  c e r t a i n  d a t e  i s  n o t  g i v e n  b u t  i s  
o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  a  r e d u c t i o n  f a c t o r ,  w h i c h  i s  
t a b u l a t e d  i n  t h e  E p h e m e r i s ,  t o  t h e  c e l e s t i a l  l o n g i -
t u d e  r e f e r r e d  t o  t h e  m e a n  e q u i n o x  a n d  e q u a t o r  o f  
t h e  s a m e  d a t e .  T h i s  r e d u c t i o n  i s  t h e  s u m  o f  t h e  
p r e c e s s i o n  i n  l o n g i t u d e  f r o m  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  
y e a r  t o  d a t e ,  t h e  n u t a t i o n  i n  l o n g i t u d e  a n d  t h e  
c o r r e c t i o n  f o r  a b e r r a t i o n .  F o r  a  d e f i n i t i o n  o f  
c e l e s t i a l  l o n g i t u d e  s e e  t h e  n e x t  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  
A  s t a n d a r d  r e f e r e n c e  f o r  t h e  m e a n  e q u a t o r  a n d  
e q u i n o x  u s e d  f o r  c o m p a r i s o n  o f  d a t a  f r o m  v a r i o u s  
s o u r c e s  i s  1 9 5 0 .  O .  
d .  E c l i p t i c  s y s t e m  
T h e  o r i g i n  i s  g e n e r a l l y  t a k e n  a s  t h e  e a r t h ' s  
c e n t e r  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  p l a n e  i s  t h e  e c l i p t i c ,  
o r  p l a n e  o f  t h e  e a r t h ' s  o r b i t  a r o u n d  t h e  s u n .  T h e  
x e  - a x i s  i s  d i r e c t e d  t o  t h e  t r u e  v e r n a l  e q u i n o x  
( u n i t  v e c t o r  x e  ) ,  t h e  z  e  - a x i s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  
n o r m a l  t o  t h e  e c l i p t i c  p l a n e  ( u n i t  v e c t o r  z  ) ,  
e  
a n d  t h e  Y e  - a x i s  i s  d i r e c t e d  s o  a s  t o  f o r m  a  r i g h t -
h a n d e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( u n i t  v e c t o r  y  )  ( s e e  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  e  
N o r t h  P o l e  t  £ - c  
o f  e c l i p t i c  
C e l e s t i a l  
s p h e r e  
- Y c  
/ (  
G  
V e r n a l  e q u i n o x  
> - .  
e  
( 3 e  
c e l e s t i a l  l o n g i t u d e ,  m e a s u r e d  p o s i t i v e  e a s t  
a l o n g  t h e  e c l i p t i c  f r o m  t h e  t r u e  v e r n a l  
e q u i n o x  
c e l e s t i a l  l a t i t u d e ,  m e a s u r e d  f r o m  t h e  e c l i p t i c  
t o  t h e  r a d i u s  v e c t o r  o f  t h e  o b j e c t  
T h e  e q u a t o r i a l  a n d  e c l i p t i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  
a r e  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  d i r e c t i o n s  f r o m  a  p a r t i c u l a r  
o r i g i n  a n d  n o t  b y  t h e  o r i g i n  i t s e l f ,  w h i c h  m a y  b e  
t a k e n  a t  t h e  e a r t h ' s  c e n t e r ,  t h e  s u n ' s  c e n t e r ,  t h e  
m o o n ' s  c e n t e r ,  o r  t r a n s l a t e d  a n y w h e r e .  W e  i n -
t r o d u c e  a  d o u b l e  s u b s c r i p t  n o t a t i o n  t o  d e f i n e  t h e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  a s  w e l l  a s  t h e  o r i g i n .  I f  t h e  
o r i g i n  o f  t h e  e c l i p t i c  a n d  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  i s  t a k e n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h ,  t h e n  
t h e r e  i s  a  S i n g l e  s u b s c r i p t  " E B "  o r  l i e  " .  H o w e v e r ,  
i f  t h e  o r i g i n  i s  t a k e n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  m o o n ,  
f o r  i n s t a n c e ,  t h e n  w e  u s e  t w o  s u b s c r i p t s  s e p a r a t e d  
b y  a  c o m m a  " E B ,  < 1 :  I I  o r  l i e ,  < 1 :  I I  , r e s p e c t i v e l y .  A  
I I I - 3  
d o u b l e  s u b s c r i p t  w i t h o u t  t h e  c o m m a  i n d i c a t e s  t h e  
p o s i t i o n  o f  t h e  o b j e c t  d e n o t e d  b y  t h e  s e c o n d  s u b -
s c r i p t  i n  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  f i r s t .  I f  
t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  h a s  b e e n  t r a n s -
l a t e d  t o  a n o t h e r  p l a c e ,  t h e n  a  t h i r d  s u b s c r i p t  w i l l  
d e n o t e  t h e  o b j e c t  w h o s e  p o s i t i o n  i s  g i v e n .  T h u s  
r E B  L : .  i s  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  v e h i c l e  f r o m  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  e a r t h  i n  a  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  w h i l e  r E B  , < 1 :  - .  L : .  i s  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  
v e h i c l e  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  m o o n  i n  a  s e l e n o -
c e n t r i c  e q u a t o r i a l  s y s t e m .  
T r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  e a r t h -
c e n t e r e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w i l l  n o t  b e  g i v e n  
h e r e  s i n c e  t h i s  s u b j e c t  i s  t r e a t e d  m o r e  p r o p e r l y  
i n  C h a p t e r  X I  o f  R e f .  3 .  
2 .  S e l e n o g r a p h i . c  C o o r d i n a t e  S y s t e m  
a .  D e f i n i t i o n s  
T h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  f i x e d  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m o o n  a n d  r o t a t e s  w i t h  i t .  T h e  
n o r t ! 1  p o l e  o f  t h e  m o o n  i s  t o w a r d  t h e  d i r e c t i o n  o f  
t h e  l u n a r  a n g u l a r  v e l o c i t y  v e c t o r  : < 1 : '  a n d  t h e  
l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  7 ; < 1 : '  
S e l e n o g r a p h i c  l a t i t u d e  < l > «  i s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  
l u n a r  e q u a t o r ,  p o s i t i v e  t o w a r d  t h e  n o r t h ,  i .  e .  ,  
i n  t h e  h e m i s p h e r e  c o n t a i n i n g  M a r e  S e r e n i t a t i s ,  
a n d  n e g a t i v e  t o w a r d  t h e  s o u t h .  S e l e n o g r a p h i c  
l o n g i t u d e  A «  i s  m e a s u r e d  e a s t  a n d  w e s t  f r o m  
t h e  l u n a r  p r i m e  m e r i d i a n  A «  =  0  w h i c h  p a s s e s  
t h r o u g h  t h e  m e a n  c e n t e r  p o i n t  o f  t h e  m o o n .  E a s t ,  
o r  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  f o r  A « ,  i s  t o w a r d  t h e  
h e m i s p h e r e  c o n t a i n i n g  M a r e  C r i s i u m .  T h e  m e a n  
c e n t e r  o f  t h e  l u n a r  d i s k  i s  t h e  p o i n t  o n  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  i n t e r s e c t e d  b y  t h e  m o o n - e a r t h  l i n e  i f  t h e  
m o o n  i s  a t  t h e  m e a n  a s c e n d i n g  n o d e  w h e n  t h e  n o d e  
c o i n c i d e s  e i t h e r  w i t h  t h e  m e a n  p e r i g e e  o r  m e a n  
a p o g e e .  I t  i s  l o c a t e d  i n  t h e  S i n u s  M e d i i ,  a  s p e c i -
f i e d  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c r a t e r  M o s t i n g  A  ( s e e  
F i g .  1 ) .  O r i e n t a t i o n  o f  t h e s e  c a r d i n a l  d i r e c t i o n s  
f o r  a s t r o n a u t i c a l  c a l c u l a t i o n s  i s  i n  a c c o r d a n c e  
w i t h  a  r e s o l u t i o n  a d o p t e d  b y  t h e  I n t e r n a t i o n a l  
A s t r o n o m i c a l  U n i o n  g e n e r a l  a s s e m b l y ,  1 9 6 1 .  
S o m e t i m e s ,  n o t a b l y  i n  t h e  A m e r i c a n  E p h e m e r i s  
( R e f .  1 ) ,  A  «  i s  m e a s u r e d  e a s t w a r d  f r o m  t h e  
p r i m e  m e r i d i a n  t h r o u g h  3 6 0
0
•  F o r  t h e  p r i m a r y  
p u r p o s e  o f  a s t r o n o m i c a l  o b s e r v a t i o n s ,  l o n g i t u d e  
o n  t h e  m o o n  i s  s o m e t i m e s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  
l u n a r  p r i m e  m e r i d i a n  p o s i t i v e  t o w a r d  t h e  w e s t  
t h r o u g h  3 6 0
0
•  
T h e  a x e s  i n  t h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s -
t e m  a r e  d e s i g n a t e d  b y  x
S
'  y S '  Z s  w i t h  o r i g i n  a t  
t h e  c e n t e r  o f  t h e  m o o n .  T h e  z S - a x i s  p o i n t s  t o  
t h e  n o r t h  p o l e  o f  t h e  m o o n ' s  e q u a t o r i a l  p l a n e .  
T h e  x
S
- a n d  Y S - a x e s  l i e  i n  t h e  m o o n ' s  e q u a t o r i a l  
p l a n e ,  t h e  x S - a x i s  b e i n g  d i r e c t e d  t o  t h e  l u n a r  
p r i m e  m e r i d i a n  a n d  y s  c o m p l e t i n g  t h e  r i g h t - h a n d e d  
c o o r d i n a t e  s y s t e m .  U n i t  v e c t o r s  x
S
'  y  S '  ~S a r e  
d e f i n e d  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  x
S
- '  y S - a n d : l
S  
a x e s .  
b .  T r a n s f o r m a t i o n  f r o m  l u n a r  e q u a t o r i a l  t o  
s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  
I n  a d d i t i o n  i t  i s  u s e f u l  t o  d e f i n e  a  s e l e n o c e n t r i c  
l u n a r  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w h i c h  d o e s  n o t  
r o t a t e  w i t h  t h e  m o o n .  T h e  a x e s  i n  t h i s  s y s t e m  
a r e  d e s i g n a t e d  b y  x i { '  Y i { '  z i {  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  
c e n t e r  o f  t h e  m o o n .  T h e  z i { - a n d  z S - a x e s  c o i n -
c i d e .  T h e  x i { - a x i s  i s  i n  t h e  m o o n ' s  e q u a t o r i a l  
p l a n e  d i r e c t e d  t o w a r d  a n  i n e r t i a l  r e f e r e n c e  d i r e c -
t i o n  w h i c h  w i l l  b e  s p e c i f i e d  e a c h  t i m e  t h i s  c o o r d i -
n a t e  s y s t e m  i s  u s e d ,  a n d  t h e  Y i {  - a x i s  c o m p l e t e s  
t h e  r i g h t - h a n d e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  ( S e e  f o l l o w -
i n g  s k e t c h .  )  
X c r  
I n e r t i a l  
Z < !  
r e f e r e n c e  d i r e c t i o n  
Y c r  
I f  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  x i { - a n d  x S - a x e s  a t  t i m e  
t  =  0  i s  A S '  t h e n  a t  a n y  s u b s e q u e n t  t i m e  t  i t  w i l l  
b e  ( A S  +  w i {  t ) .  H e n c e  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  
s e l e n o c e n t r i c  l u n a r  e q u a t o r i a l  t o  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s  i s  g i v e n  b y  
r x s  \  
c o s  ( A s  +  w i {  t )  
s i n  ( A s  +  w i {  t )  0  
l Y S  
- s i n  ( A s  +  w i {  t )  
c o s  ( A S  +  w i {  t )  0  
Z s  I  
0  
0  
1  
[ T  ( A s  +  w i {  t) ]  
~~} 
a n d  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  i s :  
Z i {  
1  _ _  . _ -
c o s ( A s  +  w i {  t )  - s i n ( A
S  
+  w i {  t )  0  
s i n (  A S  +  w «  t )  c o s ( A
S  
+  W «  t )  0  
o  o  
1  
I I I - 4  
[ T ( A s  +  w i {  t ) ]  - 1  )  y " ,  \  ( 3 )  
T h e  o r i g i n  o f  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  s y s t e m  i n  t h e  
p r e s e n t  c a s e  w a s  t a k e n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  m o o n ,  
b u t  i t  m a y  b e  t r a n s l a t e d  a n y w h e r e  j u s t  a s  i n  t h e  
e q u a t o r i a l  a n d  e c l i p t i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  ( s u b -
s e c t i o n  l c  a n d  I d )  
c .  R o t a t i o n  f r o m  e q u a t o r i a l  t o  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s  
T h e  r o t a t i o n  f r o m  s e l e n o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  
c o o r d i n a t e s x E B , i { '  Y E B , i { '  z f f i , ( C '  t o  s e l e n o -
g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  x
s
'  y  S '  Z s  c o n s i s t s  o f  a  
r o t a t i o n  a b o u t  z E B , ( C  t h r o u g h  t h e  a n g l e  n ' ,  a  r o -
t a t i o n  a b o u t  ( C  N  t h r o u g h  t h e  a n g l e  i ( C ,  a n d  f i n a l l y  
a  r o t a t i o n  a b o u t  2 S  t h r o u g h  t h e  a n g l e  A M  ( s e e  
f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  A  f u r t h e r  r o t a t i o n  t o  a n  i n e r -
t i a l  c o o r d i n a t e  s Y  s t e m  x E f ) ,  ( C '  Y  E f ) ,  ( C '  Z  E f ) ,  ( C  w i t h  
t h e  x - a x i s  d i r e c t e d  t o  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e  
o r  t o  t h e  m e a n  e q u i n o x  a t  e ! J O c h  ( a  s p e c i f i e d  
d a t e )  m a y  b e  p e r f o r m e d ,  b u t  t h e  d i f f e r e n c e  b e -
t w e e n  t r u e  e q u i n o x  a n d  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e  o r  
o f  a  r e c e n t  e p o c h  i s  s m a l l  a n d  c a n  u s u a l l y  b e  
n e g l e c t e d  i n  p r e l i m i n a r y  d e s i g n  w o r k .  
T h e  r o t a t i o n s  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  
m a t r i x  e q u a t i o n :  
X s  
c o s  A M  s i n  ~ 0  
1  0  o  
Y s  
- s i n  ~ c o s  ~ 0  
o  c o  s  i ( C  s i n  i i {  
Z s  
o  0  
1  I  I  0  - s i n  i ( C c o s  i ( C  
[
C O S  n '  s i n  n '  
.  - s i n  n '  c o s  n '  
o  0  
: J  -{:;:~} 
1  z E f ) , ( C  
x '  
E B  ' ( C  
[T (~)] .  [ T U ( C ) ]  .  [ T ( n ' ) ]  .~ Y f f i , ( C  
Z ,  f T  
EB,~ 
a n d  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  u n i t  v e c t o r s  i n  t h e  
s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  c a n  b e  o b t a i n e d  
b y  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  a n d  r e p l a c i n g  t h e  c o o r d i -
n a t e s  b y  u n i t  v e c t o r s  i n  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s ;  
~s =  ~iB ,(C ( c o s  A M  c o s  n '  - s i n  ~ s i n  n '  c o s  i ( C  
1 \  
+  Y e , , «  ( c o s  ~ s i n  n '  +  s i n  ~ c o s  n '  
+  Z  f f i ,  ( C  ( s i n  A M  s i n  i ( C )  
( 4 )  
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I  
I  
I  
I  
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Y 8  =  x f f i , ( [  ( - s i n  A M  c o s  5 1 '  
- c o s  ~ s i n  5 1 '  c o s  i ( [ )  
+  Y
E B
, « :  ( - s i n  ~ s i n  5 1 '  
( 5 )  
+  c o s  ~ c o s  5 1 '  c o s  i ( [ )  
1 \  
+  z E B , « :  ( c o s  ~ s i n  i « : )  
~S =  ~EB,«: ( s i n  5 1 '  s i n  i « : )  
1 \  
+  Y E B , « :  ( - c o s  5 1 '  s i n  i « : ) +  2 f f i , « :  c o s  i « :  
T h e  i n v e r s e  r o t a t i o n  f r o m  x
s
'  y  S '  Z s  c o o r d i -
n a t e s  t o  x f f i , « : '  Y E B , « : '  z f f i , « :  c o o r d i n a t e s  i s  g i v e n  
b y  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
m a t r i c e s ,  w h i c h  i n  t u r n  i s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  i n -
v e r s e s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  m a t r i c e s  i n  r e v e r s e  o r d e r :  
x '  I T  
61,~ 
z ,  
6 1 ,  
= [ T  -1 (51'~. [ T -
1
( i « : J  [ T -
1  
(~) 
( 6  )  
1 \  _ _  
l
c o s  5 1 '  - s i n  5 1 '  O J  [ 1  0  
s i n  5 1 '  c o s  5 1 '  0  .  0  c o s  i « :  -
o  0  1  0  s i n  i « :  
l
c o s  ~ - s i n  J \ M  O J  { x s }  
.  s m  ~ c o s  ~ 0  Y S  
o  0  1  Z s  
: i n J  
c o s  l J  
( 6 )  
T h e  v a l u e s  o f  i « :  a n d  5 1 '  a r e  t a b u l a t e d  t o  t h e  
n e a r e s t  0 . 0 0 1 °  i n  R e f .  1  f o r  i n t e r v a l s  o f  1 0  d a y s  
a n d  r e f e r r e d  t o  t h e  t r u e  e q u a t o r  o f  t h e  e a r t h  a n d  
e q u i n o x  o f  d a t e .  
I n  o r d e r  t o  c a r r y  o u t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  
E q s  ( 4 ) ,  ( 5 )  o r  ( 6 ) ,  v a l u e s  o f  s i n  ~ a n d  c o s  A M  
a r e  n e e d e d  i n  t e r m s  o f  t a b u l a t e d  q u a n t i t i e s .  I t  
i s  c o n v e n i e n t  t o  c h o o s e  a s  t h e  t a b u l a t e d  q u a n t i t y  
t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e  f r o m  t h e  
m e a n  c e n t e r  o f  t h e  m o o n ,  o r  l i b r a t i o n  o f  t h e  
m o o n  i n  l o n g i t u d e  a n d  l a t i t u d e .  T h i s  i s  g i v e n  i n  
R e f .  1  a s  t h e  e a r t h ' s  s e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e  a n d  
l a t i t u d e  ( J ! ,  b )  t o  t h e  n e a r e s t  0 ° 0 1 ,  w h i c h  r e p r e -
s e n t s  3 0 0  m e t e r s  o n  t h e  m o o n ' s  s u r f a c e .  L i b r a -
t i o n s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  S e c t i o n  C - 2  
o f  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r .  
,  " -
Z  e < t  " -
e q u a t o r i a l  
"  
T r u e  v e r n a l  e q u i n o x  
M o o n ' s  p r i m e  m e r i d i a n  
0 '  r i g h t  a s  c e n s  i o n  o f  t h e  m o o n ' s  a s  c e n d i n g  
n o d e  m e a s u r e d  f r o m  . t h e  t r u e  e q u i n o x  
o f  d a t e .  
i  ( J  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  l u n a r  e q u a t o r  t o  t h e  
e a r t h '  s  e q u a t o r .  
f \ .  M  =  a n g l e  i n  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  f r o m  
t h e  a s c e n d i n g  n o d e  t o  t h e  l u n a r  p r i m e  
m e r i d i a n .  
U I - 5  
J  
A  
L e t  L  b e  a  u n i t  v e c t o r  a l o n g  t h e  e a r t h - m o o n  
"  
l i n e .  T h e  c o m p o n e n t s  o f  L  i n  t h e  s e l e n o c e n t r i c  
e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  x b ,  f f '  Y i n  f f '  z b ,  f f  
a r e :  w,~ w ,~ w,~ 
L x  c o s  6  c o s  a  }  
L  c o s  6  s i n  a  
y  
L
z  
s i n  6  
( 7 )  
w h e r e  a  i s  t h e  r i g h t  a s c e n s i o n  o f  t h e  m o o n  a n d  6  
t h e  d e c l i n a t i o n  o f  t h e  m o o n .  I f  t h e  l i b r a t i o n s  i n  
l o n g i t u d e  a r e  f I .  a n d  l a t i t u d e  b  ( s e e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) ,  
t h e n  w e  o b t a i n ,  b y  a p p l y i n g  t h e  l a w  o f  c o s i n e s  t o  t h e  
s p h e r i c a l  t r i a n g l e  w i t h  s i d e s  b ,  f l . ,  d ,  c o s  d  =  
c o s  b  c o s  f I .  s o  t h a t  
A  A  
X s  .  L  =  c o s  d  =  c o s  b  c o s  f I .  
(  8 )  
9
s  
.  L  =  c o s  b  s i n  f I .  
( 9 )  
1 \  1 \  A .  1 \  
I f  w e  t a k e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  x s ·  L a n d  y S  .  L  
f r o m  E q s  ( 5 )  a n d  ( 7 ) ,  s u b s t i t u t e  i t  i n  E q s  ( 8 )  a n d  
( 9 )  a n d  s i m p l i f y  t h e  r e s u l t s ,  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  
e x p r e s s i o n s  f o r  s i n  A M  a n d  c o s  A M  i n  t e r m s  o f  
t a b u l a t e d  q u a n t i t i e s  a r e  o b t a i n e d :  
s i n  A M  =  ~~~ ~ [ c o s  i ( [  c o s  6  s i n  ( r 2 '  - a )  
1 . . . - - _ _ _ _ _ _  " - - - -
- s i n  i ( [  s i n  { ,  ]  
s i n  f I .  [  
C O S l l  c o s  6  c o s  ( r 2 '  - a) ]  
c o s  A  =  ~ [ c o s  i f f  c o s  6  s i n  ( r 2 '  - a )  
M  c o s  0  " -
- s i n  i ( [  
c o s  f I .  
- C o S O  
s i n  6  ]  
[ c o s  { ,  c o s  ( r 2 '  - a) ]  
( 1 0 )  
( 1 1 )  
T h e  r i g h t  a s c e n s i o n  C t ,  d e c l i n a t i o n  { )  a n d  h o r i z o n -
t a l  p a r a l l a x ,  7 T ( [ ,  o f  t h e  m o o n  a r e  o b t a i n e d  f r o m  
R e f .  1  a n d  c a n  b e  u s e d  t o  f i n d  t h e  r e c t a n g u l a r  
g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  
( s e e  s k e t c h  o n  t h e  f o l l o w i n g  p a g e ) ,  
L e t  t h e  m a g n i t u d e  o f  1
E B
( [  b e  r
E B
( [ ,  t h e n :  
x
E B
( [  =  r
E B
( [  c o s  6  c o s  a  
Y E e ( [  =  r
E B
( [  c o s  6  s i n  a  
Z E e ( [  =  rEB~ s i n  6  
( 1 2 )  
a n d  r
E B
( [  i s  f o u n d  f r o m  t h e  t a b u l a t e d  l u n a r  h o r i -
R  
z o n t a l  p a r a l l a x  7 T ( [  b y :  rEB~ =  7 T ;  w h e r e  R e  i s  
z ,  . . . . . . . .  
$ ,  c t  "  
P l a n e  p a r a l l e l  
t o  e a r t h ' s  
e q u a t o r i a l  
p l a n e  
. . . - . / '  
. . . . . . -
/  
/  
/ '  
/ '  
/ '  
. /  
. . . . . . -
/ - a -
T r u e  v e r n a l  e q u i n o x  
M o o n ' s  e q u a t o r i a l  p l a n e  
~ 
- - : . . . \ - -
/ . . . . . . - . /  ,  . . . . . . .  
$  
1 I I - 6  
- - - - - - - - - '  ' - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
l  
I  
,  
1 "  X  G l  
I  
Z  G l  
y  G l < r  
M o o n  
t h e  e a r t h  I  s  e q u a t o r i a l  r a d i u s .  B y  m a k i n g  t h e  
n e c e s s a r y  s u b s t i t u t i o n s  f o r  s i n  0 ' ,  c o s  0 ' ,  s i n  6  
a n d  c o s  6  E q s  ( 1 0 )  a n d  ( 1 1 )  b e c o m e :  
s i n  A M  rEB~o~o! b  [ c o s  i « :  ( x
E B
« :  s i n  0
'  
- Y E B « :  c o s  0
'
)  - z e , « :  s i n  i « : J  
+  s i n  i .  [ I  ( " " \ 1  
b  X f f i  1 7  c o s  , .  
r
E B
« :  c o s  < I l l > .  
+  y '  s i n  0
1
]  
E B « :  
c o s  ~ =  rEB;i~;s b  [ c o s  i « :  ( x
E B
« :  s i n  0
'  
- Y E B « :  c o s  0
'
) - z e , « :  s i n  i « : ]  
c o s  i .  
[
X i  
E B « :  c o s  0
'  
r  
E B « :  c o s  b  
+  y '  .  ]  
E B [  s m  0
'  
( 1 3 )  
( 1 4 )  
W i t h  s i n  ~ a n d  c o s  ~ k n o w n ,  t h e  r o t a t i o n s  i n -
d i c a t e d  b y  E q s  ( 4 ) ,  ( 5 )  a n d  ( 6 )  c a n  b e  c a r r i e d  o u t .  
T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  h a s  a l s o  b e e n  d i s c u s s e d  i n  
K o s k e l a  ( R e f .  4 ) ,  B a k e r  ( R e f .  5 )  a n d  K a l e n s h e r  
( R e f .  6 ) .  
A '  Gllo..........--~=--_ _ _ _ _  _  
K G l  /  
" ,  
Y G l  
T r u e  v e r n a l  e q u i n o x  
I I I - 7  
d .  V e h i c l e  p o s i t i o n  i n  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i -
n a t e s  
T h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  h a s  a  
n e a r l y  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  ; ; ; - « :  a b o u t  t h e  Z s  
a x i s  a n d  i t s  o r i g i n  i s  t r a n s l a t e d  b y  t h e  v e c t o r  
: ; E B « :  f r o m  t h e  o r i g i n  o f  t h e  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  
s y s t e m .  B e f o r e  t h e  v e h i c l e  p o s i t i o n  c a n  b e  g i v e n  
i n  t h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  t h e  f o l -
l o w i n g  q u a n t i t i e s  a r e  d e f i n e d  b y  r e f e r e n c e  t o  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h :  
T h e  p o s i t i o n  v e c t o r  o f  t h e  v e h i c l e  i n  t h e  g e o c e n -
t r i c  e q u a t o r i a l  s y s t e m ,  
1 \  / \  1 \  
r E B L : .  =  x e , L : . x f f i  +  Y E B « :  Y E B  +  z E B « :  z E B  
( 1 5 )  
T h e  p o s i t i o n  v e c t o r  o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  m o o n  i n  
t h e  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  s y s t e m ,  
r  =  x ,  ~I +  y '  y l  +  Z I  ~I ( 1 6 )  
E B « :  E B « :  E B  E B « :  E B  E B « :  E B  
T h e  p o s i t i o n  v e c t o r  o f  t h e  v e h i c l e  r e f e r r e d  t o  t h e  
s e l e n o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s ,  i .  e . ,  i n  
e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  t r a n s l a t e d  t o  t h e  c e n t e r  o f  
t h e  m o o n ,  
- - I  A I  + ,  1 \ ,  
rEB,«:~ L:. - x
E B
, « :  ~ L:. x
E B  
Y E B , « :  ~L:.YEB 
+  I  / \  I  
z E B , « :  ~L:. z E B  
( 1 7 )  
T h e  p o s i t i o n  v e c t o r  o f  t h e  v e h i c l e  i n  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s ,  
A  A  A  
r S L : .  =  x S L : .  X s  +  Y S L : .  Y S  +  z S L : .  Z s  
( 1 8 )  
N o t e  f r o m  t h e  s k e t c h  b e l o w  t h a t  
r E B  , « :  ~A =  r E B  L : .  - r
E B
« :  
( 1 9 )  
a n d  
r S . 6 .  =  rEB,«:~ .6. 
( 2 0 )  
T h e  p o s i t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  i n  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s ,  ( x
S
. 6 . '  Y S . 6 . '  z s d ,  i n  t e r m s  o f  s e l e n o -
c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s ,  ( xEB,«:~.6.' Ye, , «:~ .6.' 
z E B , « :  ~d ' c a n  b e  f o u n d  b y  t h e  r o t a t i o n  g i v e n  i n  
E q  ( 4 )  
L : .  
xS A  
Y S A  
Z S A  
t
( X $ , 1 !  - + A  
[ T ( " M ) ]  .  [T( i~)] .  [ T ( n ' ) ]  y i u - a  
Z E B , I !  - + A  
(  2 1 )  
a n d  i n  t e r m s  o f  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  
b y  u s e  o f  E q s  ( 1 5 )  t h r o u g h  ( 1 8 ) :  
x
S A  
,  x '  
x
E B A  
- E B I !  
Y S
A  
[ T ( 1 \ M ) ]  .  [ T ( i l ! ) ]  .  [ T ( n ' ) ]  <  Y E B A  - Y $ I !  
Z S A  
Z E B A  - z E B C C  
( 2 2 )  
T h e  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  i n d i c a t e d  b y  E q  ( 2 2 )  
c a n  b e  p e r f o r m e d  t o  y i e l d  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  v e h i -
c l e  i n  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  w h e n  t h e  p o s i t i o n  
o f  t h e  v e h i c l e  a n d  o f  t h e  m o o n  i n  g e o c e n t r i c  e q u a -
t o r i a l  c o o r d i n a t e s  a s  w e l l  a s  t h e  p a r a m e t e r s  i C C '  
1 2 ' ,  1 \ M  ( c r ,  6 ,  1 T 1 ! ' . e ,  b )  o f  t h e  m o o n  a r e  k n o w n :  
x
S A  
=  ( x
E B A  
- x E B [ ) ( c o s  ~ c o s  1 2 '  
- s i n  1 \ M  s i n  1 2 '  c o s  i C C )  +  ( Y E B A  
- Y E B C C  ) ( c o s  1 \ M  s i n  1 2 '  +  s i n  1 \ M  c o s  1 2 '  c o s  i C C )  
+  ( Z E B A  - z E B I ! ) ( s i n  1 \ M  s i n  i C C )  ( 2 3 )  
Y S A  =  ( X e , A  - x E B I ! ) ( - s i n  ~ c o s  1 2 '  
- c o s  ~ s i n  1 2 '  c o s  i l ! )  +  ( Y E B A  
- y '  ) (  - s i n  1 \  s i n  1 2 '  
E B C C  M  
+  c o s  ~ c o s  1 2 '  c o s  i l ! )  +  ( z E B A  
- Z E B I ! ) ( c o s  ~ s i n  i C C )  ( 2 4 )  
Z S A  =  ( x e , A  - x E B C C ) ( s i n  1 2 '  s i n  i C C )  
+  ( Y E B A  - Y E B C C ) ( - c o s  1 2 '  s i n  i C C )  
+  (E B  A  - Z E e I ! )  c o  s  i l !  
( 2 5 )  
T h e  s e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e  a n d  l a t i t u d e  o f  a  
v e h i c l e  a n d  t h e  a l t i t u d e  o f  t h e  v e h i c l e  a b o v e  t h e  
m o o n ' s  s u r f a c e  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
s k e t c h  a n d  c a n  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  E q s  ( 2 1 )  a n d  
( 2 2 )  a s  f o l l o w s :  
S e l e n o g r a p h i c  l a t i t u d e :  
.  - 1  ( Z S A )  0  
< P I !  =  s m  r
S A
'  - 9 0  <  < P I !  ~ +  9 0
0  
( 2 6 )  
I I I - 8  
. Z S  
S e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e :  
.  - 1 (  Y S
A  
)  
A I !  =  s m  1 / 2  
[  
2  +  2  ]  
x
S A  
Y S
A  
L u n a r  p r i m e  
m e r i d i a n  
X s  
- 1  (  x
S A  
)  _  1 8 0 0  <  A  <  1 8 0
0  
c o s  1 / 2 '  - < r -
[  x~A +  Y~A ]  ( 2 7 )  
A l t i t u d e  o f  t h e  v e h i c l e  a b o v e  s u r f a c e  o f  m o o n :  
h C C  r
S A  
- R C C  
w h e r e  R «  i s  t h e  m e a n  r a d i u s  o f  t h e  m o o n  a n d  
r
S A  
i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  v e c t o r  r
S A
'  
( 2 8 )  
e .  V e h i c l e  v e l o c i t y  i n  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i -
n a t e s  
B e f o r e  w e  g i v e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v e -
h i c l e  v e l o c i t y ,  w e  h a v e  t o  i n t r o d u c e  s o m e  n o -
t a t i o n  a n d  m a k e  s o m e  d e f i n i t i o n s .  
L e t  a  d o t  o v e r  a  s y m b o l  d e n o t e  d i f f e r e n t i a t i o n  
w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  i .  e .  ,  
d x  d
2
x  
x  =  ( I t '  x  =  ~. 
d t  
I n  a d d i t i o n ,  d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  v e l o c i t i e s :  
T h e  v e h i c l e  v e l o c i t y  v e c : t o r  i n  t h e  g e o c e n t r i c  
e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  
: . . . . .  . .  1 \  . .  "  . .  1 \  
r E B A  =  x
E B A  
x f f i  +  Y E e A Y E e  +  z E e A  z E B  ( 2 9 )  
T h e  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  m o o n  i n  t h e  g e o c e n t r i c  
e q u a t o r i a l  s y s t e m ,  
! . " . .  ' " ,  " ,  . ,  " ,  + . ,  " ,  
r E B  I !  X E B I !  X
E B  
+  Y E B «  Y
E B  
Z E B C C  z E B  
( 3 0 )  
T h e  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  v e h i c l e  i n  t h e  s e l e n o -
c e n t r i c  e q u a t o r i a l  s y s t e m ,  
: . . .  •  ( \ .  / I  
r  =  x '  x ,  +  y '  V I  
E B , C C  - + A  E B , I !  - + A  E B  E B , C C  . . . . .  A  J E £ )  
•  I  ~I 
+  z E B , C C  . . . . .  A  E B  
( 3 1 )  
I  
T h e  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  v e h i c l e  i n  t h e  s e l e n o -
g r a p h i c  s y s t e m  i s  
! . . .  
•  "  •  / ' t o  •  / \  
r S . 6  =  x S . 6
x
S  +  Y S . 6
y
S  +  z S . 6  Z s  
( 3 2 )  
D i f f e r e n t i a t i o n  o f  E q  ( 1 9 )  y i e l d s  
! . . .  ! . . .  ! . . .  
r E B . 6  =  r E B «  +  r E B ,  « - + . 6  
( 3 3 )  
H o w e v e r ,  
! - .  ~ 
r
E B
, «  - + . 6  =  r S L l .  +  w «  x  r S L l .  
( 3 4 )  
d u e  t o  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  s e l e n o g r a p h i c  s y s t e m  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g e o c e n t r i c  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m ,  H e n c e ,  t h e  v e l o c i t y  i n  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s  c a n  b e  w r i t t e n ,  
: . .  : . .  : - .  
r S L l .  =  r E B «  - r E B L I .  - w «  x  r S L l .  
( 3 5 )  
w h e r e  
Q
S  
"  
I '  
( 3 6 )  
y s  
z s  
A  
w  « x  r  S L I .  =  I  0  
0  
w «  
- w «  y  S L I .  x s  
x S L l .  Y  S L I .  z S L l .  
+  w «  x S L l . Y S  
T h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e h i c l e  i n  
s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  ( x S L l . '  Y S L l . '  z s d  i n  
t e r m s  o f  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  v e l o c i t y  c o m p o -
n e n t s  o f  t h e  m o o n  a n d  v e h i c l e  a s  w e l l  a s  s e l e n o -
g r a p h i c  v e h i c l e  p o s i t i o n  a r e :  
x S . 6  
•  I  •  r  
X  E B  L I .  - x
E B
«  
Y S L I .  
=  [ T ( A
M
) ]  ' [ T ( i « ) ] '  [T (n'~~Y 'EB LI. -j.'EBCC 
Z S L l .  
Z  ' E B  L I .  - z E ! 1 «  
. /  
( 3 7 )  
{
W ( [  ys.6~ 
+  - w «  x S L l .  
o  
w h i c h  c a n  b e  m u l t i p l i e d  t o  y i e l d :  
X S L l .  =  ( X ' E B L I .  - X ' E B C C )  ( c o s  A M  c o s  n '  
- s i n  A M  s i n  n '  c o s  i « )  
+  ( Y ' E B L I .  - Y ' E B « )  ( c o s  A M  s i n  n '  
( 3 8 )  
+  s i n  A M  c o s  n '  c o s  i C C )  
+  ( Z ' E B L I .  - Z ' E B « )  ( s i n  A M  s i n  i C C )  +  W«  Y S L I .  
I I I  - 9  
Y S . 6  =  ( x ' E B L I .  - x
E B
« )  ( - s i n  A M  c o s  n '  
- c o s  ~ s i n  n '  c o s  i C C )  
+  ( Y ' E B L I .  - Y E B C C )  ( - s i n  A M  s i n  n '  
( 3 9 )  
+  c o s  A M  c o s  n '  c o s  i C C )  
+  ( z ' E B L I .  - z ' E B « )  ( c o s  A M  s i n  i « )  - w «  x S . 6  
Z S L I .  =  ( x ' E B L I .  - x ' E B « )  ( s i n  n '  s i n  i « . )  
+  ( Y ' E B L I .  - Y ' E B « )  ( - c o s  n '  s i n  i « )  
+  ( z ' E B L I .  - z ' E B « )  ( c o s  i « )  
f .  V e h i c l e  a c c e l e r a t i o n  i n  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s  
( 4 0 )  
T h e  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  i n  s e l e n o c e n t r i c  
e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  d i f f e r -
e n t i a t i o n  o f  b o t h  s i d e s  o f  E q  ( 3 3 ) ,  
" .  . .  . .  
~EB LI. =  ~ E B C C  +  r E B ,  «  - +  L I .  
( 4 1 )  
w h e r e ,  b y  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  E q  ( 3 4 )  w i t h  r e s p e c t  
t o  t i m e  i n  t h e  g e o c e n t r i c  equato~ial c o o r d i n a t e  
s y s t e m ,  a n d  i f  w e  a s s u m e  t h a t  W C C  =  0  
"  .  
r
E B
, «  - + L I .  =  r S L l .  +  2 ; ; ; - C C  x  r S L l .  + ; ; ; - ( [  x  ( ; ; ; - ( (  x  r s d '  
T h e  v e h i c l e  a c c e l e r a t i o n  i n  s e l e n o g r a p h i c  
~,oordinates c a n  b e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  f o r  
r S . 6  f r o m  E q s  ( 4 1 )  a n d  ( 4 2 ) :  
(  4 2 )  
r S L l .  =  r E B L I .  - r
E B C C  
- 2  ; ; ; - ( [  x  r S L l .  - ; ; ; - C C  x  ( ; ; ; - ( [  x  r s d  
w h e r e  
( 4 3 )  
W c c  x  r S L l .  =  - w ( [  Y S L I .  X s  +  w ( [  X S L l . Y S  
( 4 4 )  
a n d  
~ ~ ~ 2  A  2  I '  
w «  x  ( w C C  x  r s d  =  - w ( [  x S L l .  X s  - W c c  Y S L l . Y S '  ( 4 5 )  
T h e  c o m p o n e n t s  o f  v e h i c l e  a c c e l e r a t i o n  i n  
s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  ( x S L I . '  : i S L I . '  ' i S L l . )  i n  
t e r m s  o f  t h e  m o o n ' s  a n d  v e h i c l e ' s  g e o c e n t r i c  
e q u a t o r i a l  c o m p o n e n t s  o f  a c c e l e r a t i o n  a s  w e l l  a s  
s e l e n o g r a p h i c  v e h i c l e  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  a r e :  
J  
Z' S A  
=  [ T  ( A M ) ]  .  [  T  ( i ( [ ) ]  .  
X f f i  f > - ~ffi[l 
[ T  (n'ui~~ f>::~J 
Z E B  A  E B ( [  
2 w ( [  Y  S A  
2  
I  w ( [  X
S A  
+ <  :  2 w [  ' S f >  I  +  1  : [
2  
Y  S f >  )  .  
( 4 6 )  
g .  L u n a r  m a p s  
S e v e r a l  l u n a r  m a p  s e r i e s  e x i s t  w h i c h  r e p r e -
s e n t  t h e  l u n a r  s u r f a c e  t o  t h e  b e s t  o f  o u r  p r e s e n t  
k n o w l e d g e :  
U S A F  L u n a r  A t l a s  ( e d i t e d  b y  D r .  G e r a r d  P .  
K u i p e r ) .  T h l S  a t l a s  c o n t a i n s  2 8 0  p h o t o g r a p h s  o f  
t h e  m o o n ,  s h e e t  s i z e  1 6  x  2 0  i n c h e s ,  s c a l e  2 . 5 4  m  
t o  t h e  l u n a r  d i a m e t e r  o r  a b o u t  1 2 . 7  k m  t o  t h e  c m  
a n d  b o u n d  i n  a  l o o s e l e a f  r i n g  b i n d e r .  T h e  p h o t o -
g r a p h s  w e r e  f r o m  a  c o l l e c t i o n  o f  l u n a r  p l a t e s  
t a k e n  a t  M t .  W i l s o n ,  L i c k ,  Y e r k e s  a n d  M c D o n a l d  
O b s e r v a t o r i e s  i n  t h e  U n i t e d  S t a t e s  a n d  t h e  P i c  d u  
M i d i  O b s e r v a t o r y  i n  F r a n c e .  
O r t h o g r a p h i c  A t l a s  o f  t h e  M o o n  ( e d i t e d  b y  
D r .  G e r a r d  P .  K u i p e r } ,  s u p p l e m e n t  N o .  1  t o  t h e  
U S A F  L u n a r  A t l a s .  T h i s  v o l u m e  c o n t a i n s  6 0  
p l a t e s  f r o m  t h e  U S A F  L u n a r  A t l a s  w h i c h  c a r r y  
t h e  o r t h o g r a p h i c  g r i d  e s t a b l i s h e d  f r o m  a  c o n t r o l  
n e t  o f  5 0 0 0  p o i n t s .  G r i d  s p a c i n g  i s  a p p r o x i m a t e l y  
1 . 2 5  c m  o n  t h e  p u b l i s h e d  c o p y .  M e r i d i a n s  a n d  
p a r a l l e l s  a r e  p r i n t e d  i n  c o l o r  a t  2 °  i n t e r v a l s  o n  
e a c h  o f  t h e  s h e e t s  w h i c h  a r e  b o u n d  i n  a n  1 8  i n .  x  
2 4  i n .  p o s t - t y p e  h a r d b a c k  c o v e r .  
R e c t i f i e d  L u n a r  A t l a s ,  s u p p l e m e n t  N o . 2  t o  
t h e  U S A F  L u n a r  A t l a s .  T h i s  a t l a s  c o n s i s t s  o f  
p h o t o g r a p h s  o f  t h e  e n t i r e  v i s i b l e  h e m i s p h e r e  o f  
t h e  m o o n ,  r e c t i f i e d  b y  p r o j e c t i o n  o n  a  g l o b e  9 1 .  4  
c m  i n  d i a m e t e r .  E a c h  o f  t h i r t y  f i e l d s  o n  t h e  
g l o b e  w e r e  r e p h o t o g r a p h e d  a t  t h r e e  d i f f e r e n t  
i l l u m i n a t i o n s .  c o r r e s p o n d i n g  t o  f u l l  m o o n ,  e a r l y  
m o r n i n g  a n d  l a t e  a f t e r n o o n .  
U S A F  L u n a r  M o s a i c .  T h e  l u n a r  m o s a i c  i s  a  
c o m p o s l t e  p h o t o g r a p h  o f  t h e  m o o n  m a d e  f r o m  t h e  
b e s t  i m a g e r y  s e l e c t e d  f r o m  p h o t o g r a p h s  t a k e n  a t  
Y e r k e s ,  M c D o n a l d  a n d  M t .  W i l s o n  O b s e r v a t o r i e s .  
T h e  p h o t o g r a p h y  h a s  b e e n  f i t t e d  t o  a n  o r t h o g r a p h i c  
p r o j e c t i o n  w h i c h  p o r t r a y s  t h e  m o o n  a t  m e a n  l i b r a -
t i o n  a s  a  s p h e r e  i n  t r u e  p e r s p e c t i v e .  I t  i s  p u b -
l i s h e d  i n  t w o  s i z e s ,  L E M  1 ,  s c a l e  1 : 5 , 0 0 0 , 0 0 0  
( l u n a r  d i a m e t e r  6 9  c m )  a n d  L E M  l A ,  s c a l e  
1 : 1 0 , 0 0 0 , 0 0 0  ( l u n a r  d i a m e t e r  3 4  c m ) .  
L u n a r  A e r o n a u t i c a l  C h a r t s  ( L A C  S e r i e s ) .  
T h e  L u n a r  A e r o n a u t i c a l  C h a r t s  c o n s i s t  o f  a  
c o o r d i n a t e d  s e r i e s  r e q u i r i n g  a  t o t a l  o f  1 4 4  c h a r t s  
t o  c o v e r  t h e  e n t i r e  m o o n .  A p p r o x i m a t e l y  8 0  
c h a r t s  c a n  b e  p r o d u c e d  o f  t h e  v i s i b l e  s u r f a c e  
( 5 9 %  o f  t h e  t o t a l ) .  S u r f a c e  f e a t u r e s  a r e  s h o w n  
b y  a  c o m b i n a t i o n  o f  s h a d e d  r e l i e f ,  c o n t o u r s  a n d  
t o n e s  r e p r e s e n t i n g  s u r f a c e  c o l o r  v a r i a t i o n s .  A  
s p h e r i c a l  f i g u r e  o f  t h e  m o o n  i s  a s s u m e d  w i t h  a  
r a d i u s  o f  R ( [  =  1 7 3 8  k m .  E l e v a t i o n s  a r e  s h o w n  
b y  3 0 0 - m  a p p r o x i m a t e  c o n t o u r s  a n d  r e f e r e n c e d  
t o  t h e  d a t u m  w h i c h  w a s  t a k e n  a t  1 7 3 5 . 4  k m .  T h e  
s c a l e  i s  1 : 1 , 0 0 0 , 0 0 0  ( 1 0  k m  t o  t h e  c m ) ,  a n d  t h e  
s h e e t  s i z e  i s  2 2  i n .  x  2 9  i n .  
I I I - i O  
A t l a s  o f  t h e  M o o n ' s  F a r  S i d e .  T h i s  a t l a s ,  
i s s u e d  b y  t h e  U S S R  A c a d e m y  o f  S c i e n c e s  a n d  
p u b l i s h e d  i n  t h e  U n i t e d  S t a t e s  b y  I n t e r  s c i e n c e  
P u b l i s h e r s ,  g i v e s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  L u n i k  1 1 1  r e -
c o n n a i s s a n c e  o f  t h e  l u n a r  f a r  s i d e .  T h e  v o l u m e  
g i v e s  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  i n t e r p r e t a t i v e  t e c h n i q u e  
u s e d  a n d  3 0  i n t e g r a t e d  p h o t o g r a p h s  o f  t h e  m o o n ' s  
f a r  s i d e  o b t a i n e d  b y  t h e  s p a c e  v e h i c l e  c a m e r a .  
T h e  r e s u l t s  i n c l u d e  a  c a t a l o g  o f  4 9 8  f o r m a t i o n s  
c l a s s i f i e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  r e l i a b i l i t y  o f  t h e  o b -
s e r v a t i o n  a n d  4  m a p s  d r a w n  t o  s c a l e  1 : 1 0 , 0 0 0 , 0 0 0 .  
T o p o g r a p h i c  L u n a r  M a p s .  T h i s  s e r i e s  o f  
m a p s ,  p r e p a r e d  b y  t h e  A r m y  M a p  S e r v i c e ,  i s  o n  
a  s c a l e  o f  1 : 2 , 5 0 0 , 0 0 0 .  I t  s h o w s  s u r f a c e  f e a t u r e s  
b y  a  c o m b i n a t i o n  o f  s h a d e d  r e l i e f ,  c o n t o u r s  a n d  
t o n e s  r e p r e s e n t i n g  s u r f a c e  c o l o r  v a r i a t i o n s .  T h e  
m o o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  a  s p h e r e  w i t h  R ( [  =  
1 7 3 7 . 9 8 8  k m  a n d  t h e  v e r t i c a l  d a t u m  o f  t h e  5 0 0 - m  
a p p r o x i m a t e  c o n t o u r  l i n e s  i s  b a s e d  o n  a n  e l e v a -
t i o n  o f  7 0 0 0  m  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  c r a t e r  M e s h i n g  
A .  A  c o m p l e t e  l i s t i n g  o f  l u n a r  f o r m a t i o n s  d e r i v e d  
f r o m  " N a m e d  L u n a r  F o r m a t i o n s "  ( 1 9 3 5 )  b y  M .  
B l a g g  a n d  K .  M u l l e r  i s  i n c l u d e d  o n  t h e  b a c k  o f  
t h e  m a p .  O n e  s h e e t ,  M a r e  N e c t a r i s - - M a r e  I m -
b r i u m ,  1 1 3  x  1 3 4  c m  h a s  b e e n  p u b l i s h e d .  
3 .  T r a j e c t o r y  C o o r d i n a t e s  
T h e  p o s i t i o n  o f  a  v e h i c l e  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  
c a n  b e  g i v e n  e i t h e r  i n  g e o c e n t r i c ,  g e o g r a p h i c ,  o r  
t o p o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s .  S i m i l a r l y ,  i t s  p o s i t i o n  
a n d  v e l o c i t y  m a y  b e  g i v e n  i n  t h e  s e l e n o c e n t r i c ,  
s e l e n o g r a p h i c  o r  t o p o c e n t r i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  
w h e n  t h e  v e h i c l e  i s  n e a r  t h e  m o o n .  F o r  t r a c k i n g ,  
f o r  i n s t a n c e ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  u s e  a  t o p o c e n t r i c  
s y s t e m  c e n t e r e d  a t  t h e  s t a t i o n  s i n c e  t h e  t r a c k i n g  
m e a s u r e m e n t s  a n d  e r r o r s  a r e  g i v e n  i n  t h a t  s y s -
t e m .  I n  t h e  s a m e  m a n n e r  s e v e r a l  s p e c i a l i z e d  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s  h a v e  b e e n  e v o l v e d  f o r  v a r i o u s  
t r a j e c t o r y  d i g i t a l  c o m p u t e r  p r o g r a m s .  
a .  T y p i c a l  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  
T h e  c h o i c e  o f  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  f o r  t r a j e c -
t o r y  c o m p u t a t i o n s  d e p e n d s  t o  a  l a r g e  d e g r e e  o n  
t h e  f o r c e  m o d e l  a n d  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  a s  
w e l l  a s  o n  t h e  m e t h o d  u s e d  f o r  i n t e g r a t i n g  t h e  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  A  g r e a t  s i m p l i f i c a t i o n  o f  
m o t i o n  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  i s  a c h i e v e d  w h e n  i n  
t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  t h e  s p h e r i c a l  e a r t h  a n d  
m o o n  a r e  a s s u m e d  t o  m o v e  i n  c i r c u l a r  o r b i t s  
a r o u n d  t h e  c o m m o n  c e n t e r  o f  m a s s  ( b a r y c e n t e r )  
w h i c h  i s  t a k e n  a s  i n e r t i a l l y  f i x e d .  T h e  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  o f  t h e  M a r t i n  S i m p l i f i e d  L u n a r  T r a j e c -
t o r y  D i g i t a l  P r o g r a m ,  R e f .  7 ,  w h i c h  u s e s  t h e  
f o r c e  m o d e l  d e s c r i b e d  a b o v e ,  w i l l  b e  g i v e n  h e r e .  
A  b a s i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  t h e  d i g i t a l  p r o -
g r a m  h a s  i t s  o r i g i n  a t  t h e  b a r y c e n t e r  a n d  r o t a t e s  
a t  t h e  c o n s t a n t  r a t e  w $ ( [  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  
( s e e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  T h e  x R - a x i s  i s  d i r e c t e d  
t o w a r d  t h e  m o o n ,  t h e  z R  - a x i s  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  
a n g u l a r  m o m e n t u m  v e c t o r  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s -
t e m ,  a l l d  t h e  Y R  - ax~s c o m p l e t e s  t h e  r i g h t - h a n d e d  
C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  
C o n s i d e r  a n o t h e r  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  
o r i g i n  a t  t h e  b a r y c e n t e r  a n d  a x e s  x
O
'  y o '  z O '  
A t  t i m e  t  =  0  t h e  x  R  - a x i s  i s  r o t a t e d  b y  a n  a n g l e  
q ,  f r o m  t h e  x o  - a x i s ,  a n d  s u b s e q u e n t l y  t h e  a n g u l a r  
Y o  
Y e  
Y R  
B a r y c e n t e r  
E a r t h  
x  
e  
d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  r o t a t i n g  x
R  
- a x i s  f r o m  t h e  X o  
a x i s  i s  ( 9 1  +  w E B C C  t ) .  A  t h i r d  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  
p a r a l l e l  t o  t h e  n o n r o t a t i n g  x
o
'  Y O '  Z o  s y s t e m  b u t  
c e n t e r e d  a t  t h e  e a r t h ,  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  x
e
'  Y e '  z e  
a n d  a  f o u r t h ,  m o o n - c e n t e r e d  n o n r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  h a s  a x e s  x  , y  , Z  ( s e e  p r e c e d i n g  
m  m  m  
s k e t c h ) .  T r a n s f o r m a t i o n s  f r o m  t h e  n o n r o t a t i n g  
s y s t e m s  t o  t h e  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n -
v o l v e  t h e  s a m e  r o t a t i o n  t h r o u g h  t h e  a n g l e  
( 9 1  +  w
E B
( [  t )  a b o u t  t h e  z - a x i s  g i v e n  b y  t h e  m a t r i x  
[  T  ( 9 1  +  wE B C C  t ) ]  =  
r
c o s  ( 9 1  +  w
E B
( (  t )  - s i n  ( 9 1  +  w E B C C  t )  01  
s i n  ( 9 1  +  WE & C C  t )  c o s  ( 9 1  +  W E B C C  t )  0  
o  0  1  ( 4 7 )  
a n d  a  t r a n s l a t i o n  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  u s i n g  
t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  b a r y c e n t e r  ( s e e  a l s o  C h a p t e r  
I V ) .  P o s i t i o n  i n  t h e  n o n r o t a t i n g  s y s t e m s  i s  r e -
l a t e d  t o  p o s i t i o n  i n  t h e  r o t a t i n g  s y s t e m  b y  
E n  .  [ T  , o .  " f f i [  tl l  
)  x
R  
l  )  x  1  
(~: l .  (~: .  
[  T  ( 0 +  " f f i [  tl J  . f R  + : :  r  1  
( 4 8 )  
[  
1  { X R  - F  (1  -
T  ( 9 1  +  W  t ) J  E & ( (  
E B ( t  Y R  
z R  
~~. 
" }  
w h e r e  r  E B ( [  i s  t h e  m e a n  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  
M ( (  
c e n t e r s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n ,  a n d  v  =  
M ( ( + M
E B  
- - - _ .  - - - _ . _ - - _ .  - - - - - -
X o  
I I I - l l  
Y m  
X
R  
Z  a x e s  a r e  u p  
o u t  o f  t h e  p l a n e  
o f  t h e  p a p e r  
x  
m  
i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m a s s  o f  t h e  m o o n  t o  t h e  t o t a l  
m a s s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n .  
I t  r e m a i n s  t o  r e l a t e  t h e  x e  Y e  z e  s y s t e m  t o  
t h e  g e o g r a p h i c  x G  y  G  z G  s y s t e m  w h i c h  r o t a t e s  
a b o u t  t h e  z G  - a x i s  a t  t h e  c o n s t a n t  a n g u l a r  
v e l o c i t y  w E B '  T h e  e a r t h - m o o n  o r b i t a l  p l a n e  
( x e  Y e  - p l a n e )  i s  i n c l i n e d  t o  t h e  e a r t h  1  s  e q u a -
t o r i a l  p l a n e  ( x
G  
y  G  - p l a n e )  a t  t h e  c o n s t a n t  a n g l e  
i  a n d  t h e i r  l i n e  o f  i n t e r s e c t i o n  d o e s  n o t  
e m  
r o t a t e  i n  i n e r t i a l  s p a c e .  S i n c e  t h e  i n i t i a l  v a l u e  
o f  9 1  i s  a r b i t r a r y ,  w e  m a y  a s s u m e  t h a t  t h e  i n t e r -
s e c t i o n  b e t w e e n  t h e  t w o  p l a n e s  i s  c o i n c i d e n t  
w i t h  t h e  Y e  - a x i s .  T h u s  9 1  l o c a t e s  t h e  m o o n  i n  
i t s  o r b i t  a t  t i m e  t  =  O .  S i m i l a r l y  w e  l o c a t e  t h e  
G r e e n w i c h  m e r i d i a n  ( x
G  
- a x i s )  r e l a t i v e  t o  t h i s  
i n t e r s e c t i o n  a t  t i m e  t  =  0  b y  t h e  a n g l e  A  G  w h i c h  
i s  d e f i n e d  a s  t h e  a n g l e  f r o m  t h e  Y e  - a x i s  t o  t h e  
y  G  - a x i s  i n  t h e  e a r t h  1  s  e q u a t o r i a l  p l a n e  ( s e e  
f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  t h e  x e  Y
e  
z e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s  t o  t h e  x G  y  G  z G  s y s t e m  c o n -
s i s t s  f i r s t  o f  a  r o t a t i o n  a b o u t  t h e  Y e  - a x i s  t h r o u g h  
t h e  a n g l e  ( - \ m )  a n d  t h e n  o f  a  r o t a t i o n  a b o u t  t h e  
z G  - a x i s  t h r o u g h  t h e  a n g l e  ( A
G  
+  w E B  t ) .  
W i t h  [ T  ( - i
e m
)  ]  =  [ T  ( i
e m
)  ]  - 1 ,  t h e  
c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  g i v e n  b y ,  
{ ~~ J.  
- 1  
[ T ( A G + w E B t ) ]  [ T ( i
e m
) ]  ( x  1  
t  : :  
e  
1-
E a r t h - m o o n  
~:~ J  o r b i t a l  p l a n e  
i e m  I~ " \  " " X
R  
z  
e  
7 ,  /  E a r t h "  
[ T  ( 1 \ G  +  w E B  t ) ]  [ T  ( i
e m
) ]  - 1  
[ T  (  •  +  " $ [  t i l  { : : }  
w h e r e  
[ T  ( 1 \ G  +  w E B  t ) ]  
[
C O S  ( 1 \ G  +  w E B  t )  s i n  ( 1 \ G  +  w E B  t )  
- s i n  ( 1 \  G  +  w E B  t )  c o s  ( 1 \  G  +  w E B  t )  
o  0  
[ T  ( i
e m
)  ]  - 1  
[
C O S  i  0  - s i n  i  ]  
e m  e m  
o  1  0  
s i n  i  0  c o s  i  
e m  e m  
a n d  
T  [  g ;  +  w E e  ( (  t~is g i v e n  b y  E q  ( 4 7 ) .  
( 4 9 )  
: J  
( 5 0 )  
( 5 1  )  
T h e  a n g l e s  i
e m
,  9 ?  a n d  A G  a r e  d e t e r m i n e d  f o r  
a n y  s p e c i f i c  l a u n c h  t i m e  t  =  0  f r o m  t h e  e p h e m e r i d e s  
o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n .  
b .  V O I C E  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
T h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  f o r c e  m o d e l  u s e d  
i n  t h e  V O I C E  l u n a r  t r a j e c t o r y  p r o g r a m  w i l l  b e  
d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  u n d e r  t h a t  h e a d i n g  ( S e c t i o n  I V  
C ) .  L i k e  t h e  p r e v i o u s  s y s t e m ,  i t  i s  e s s e n t i a l l y  
b a s e d  o n  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  ( M O P )  a s  a  
f u n d a m e n t a l  p l a n e  a n d  t h e  l i n e s  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  
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e q u a t o r i a l  
p l a n e  
t h e  t r a j e c t o r y  p l a n e s  w i t h  t h e  M O P  a s  r e f e r e n c e  
d i r e c t i o n s .  T h e  e a r t h - m o o n  l i n e  a s  w e l l  a s  t h e  
e a r t h  a n d  m o o n  e q u a t o r i a l  p l a n e s  a r e  d e f i n e d  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h i s  b a s i c  s y s t e m .  
c .  O r b i t  p l a n e  s y s t e m  
C o n s i d e r  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  o f  a  v e h i c l e  
w i t h  n e g l i g i b l e  m a s s  a n d  o n e  c e n t r a l  s p h e r i c a l  
a t t r a c t i n g  b o d y .  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  i n  t h i s  
c a s e  t h e  v e h i c l e  m o v e s  i n  a  f i x e d  p l a n e  t h r o u g h  
t h e  c e n t e r  o f  t h e  a t t r a c t i n g  b o d y  w h i c h  i s  k n o w n  
a s  t h e  o r b i t  p l a n e .  
T h e  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  g i v e n  i n  
S u b s e c t i o n  3 a  a r e  e s s e n t i a l l y  o r b i t  p l a n e  s y s t e m s  
w i t h  a x e s  i n  a n d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  o r b i t  p l a n e .  
L e t  u s  d e f i n e  a n  a d d i t i o n a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
w i t h  o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  a t t r a c t i n g  b o d y  
a n d  t h e  Z p  - a x i s  n o r m a l  t o  t h e  o r b i t  p l a n e .  T h e  
x p  - a x i s  m a y  b e  d i r e c t e d  t o  p e r i f o c u s ,  t h e  
c l o s e s t  a p p r o a c h  t o  t h e  c e n t r a l  b o d y ,  a n d  d e n o t e d  
b y  x w '  o r  t o  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  a n d  d e n o t e d  b y  
x
n
.  T h e  Y P  - a x i s  i s  i n  t h e  o r b i t  p l a n e ,  d i r e c t e d  
s o  a s  t o  c o m p l e t e  t h e  r i g h t - h a n d e d  s y s t e m .  T h e  
u n i t  v e c t o r s  x P '  9
p  
a n d  ~P a r e  i n  t h e  x
P
'  y p '  
z p  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y  ( s e e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  
Z p '  z o '  z w '  z R  
A  D i r e c t i o n  o f  p e r i C o c u B  _  
( c l o s e s t  a p p r o a c h  t o  b o d y )  
R e f e r e n c e  p l a n e  
T h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  o r b i t  p l a n e  m a y  b e  
g i v e n  i n  t e r m s  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  a n g l e s  i ,  0  <  
i  <  1 8 0 ° ,  i n c l i n a t i o n  b e t w e e n  t h e  o r b i t  p l a n e  a n d  
t h e  r e f e r e n c e  p l a n e  m e a s u r e d  f r o m  d u e  e a s t  o n  
t h e  r e f e r e n c e  p l a n e ,  n ' ,  l o n g i t u d e  o f  t h e  a s c e n d -
i n g  n o d e  m e a s u r e d  f r o m  t h e  t r u e  v e r n a l  e q u i n o x ,  
a n d  w ,  t h e  a r g u m e n t  o f  p e r i f o c u s  a s  m e a s u r e d  
f r o m  t h e  a s c e n d i n g  n o d e .  T h e  a n g l e s  i
e m
,  n
G
,  
a n d  i I ?  g i v e n  i n  S e c t i o n  3 a  c a n  s i m i l a r l y  b e  r e -
g a r d e d  a s  o r i e n t a t i o n  a n g l e s .  
S i n c e  t h e r e  a r e  t h r e e  s e c o n d - o r d e r  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  f o r  t h e  v e h i c l e ,  t h e r e  a r e  s i x  c o n s t a n t s  
o f  i n t e g r a t i o n  w h i c h  e n t e r  i n t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  T h e s e  c o n s t a n t s  m a y  b e  
g i v e n  i n  t e r m s  o f  i n i t i a l  p o s i t i o n  x
p
'  y p '  z p  a n d  
i n i t i a l  v e l o c i t y  x
p
'  y p '  : i p  a t  t i m e  t o  o r  i n  t e r m s  
o f  s i x  o r b i t a l  e l e m e n t s ,  w h i c h  d o  n o t  i n v o l v e  t h e  
c o o r d i n a t e s ,  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s ,  o r  t i m e .  I n  
c a s e  o f  e l l i p t i c  o r b i t s  c u s t o m a r y  s e t s  o f  e l e m e n t s  
a t  e p o c h ,  t o '  a r e :  
,  
n  l o n g i t u d e  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  
i n c l i n a t i o n  
w  a r g u m e n t  o f  p e r i f o c u s  
a  s e m i - m a j o r  a x i s  
e  e c c e n t r i c i t y  
T w  t i m e  o f  p e r i f o c a l  p a s s a g e  
T h e  t i m e  o f  p e r i f o c a l  p a s s a g e ,  T  w  m a y  b e  r e -
p l a c e d  a s  a n  e l e m e n t  b y  £ 0 '  t h e  m e a n  a n o m a l y  a t  
a n  a r b i t r a r i l y  c h o s e n  e p o c h  t o '  w h i c h  i s  g i v e n  b y  
£  a  =  n  ( t o  - T
w
) '  w h e r e  n  i s  t h e  m e a n  m o t i o n  o f  
t h e  v e h i c l e  i n  i t s  o r b i t  p l a n e .  A n o t h e r  s e t  o f  
e l e m e n t s  i s :  
n '  l o n g i t u d e  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  
i  i n c l i n a t i o n  
w  
=  n  +  w ,  l o n g i t u d e  o f  p e r i f o c u s  
n  m e a n  m o t i o n  
e  e c c e n t r i c i t y  
E O  =  W  +  £ 0 '  m e a n  l o n g i t u d e  a t  e p o c h  
T y p i c a l  e l e m e n t s  o f  a  p a r a b o l i c  o r  h y p e r b o l i c  
o r b i t  a t  e p o c h ,  t o  a r e :  
n '  l o n g i t u d e  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  
i  i n c l i n a t i o n  
w  a r g u m e n t  o f  p e r i f o c u s  
q  p e r i f o c u s  d i s t a n c e  
e  e c c e n t r i c i t y  
T  w  t i m e  o f  p e r i f o c a l  p a s s a g e  
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w h i l e  f o r  a  c i r c u l a r  o r b i t  o n l y  f o u r  e l e m e n t s  a r e  
r e q u i r e d  a t  e p o c h  t o '  
n '  l o n g i t u d e  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  
i n c l i n a t i o n  
r  o r b i t a l  r a d i u s  
T n  t i m e  o f  a s c e n d i n g  n o d a l  c r o s s i n g  
s i n c e  t h e  e c c e n t r i c i t y  v a n i s h e s  a n d  t h e  a r g u m e n t  
o f  p e r i g e e  i s  u n d e f i n e d .  
T h e s e  e l e m e n t s  r e m a i n  c o n s t a n t  f o r  t h e  
d y n a m i c a l  s y s t e m  d e s c r i b e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  
t h e  p r e s e n t  s e c t i o n .  I n  a s t r o n o m y  t h e  c o n c e p t  o f  
o r b i t a l  e l e m e n t s  i s  u s e d  e v e n  i f  o t h e r  f o r c e s  a c t  
o n  t h e  v e h i c l e ,  p r o v i d e d  t h a t  t h e y  a r e  s m a l l  c o m -
p a r e d  t o  t h e  c e n t r a l  f o r c e  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  
a t t r a c t i n g  b o d y .  I n  t h i s  c a s e  t h e  e l e m e n t s  c h a n g e  
s l o w l y  w i t h  t i m e ,  a n d  o s c u l a t i n g  e l e m e n t s  a t  t i m e  
t o  a r e  d e f i n e d  a s  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s  o f  t h e  v e -
h i c l e  i f  a l l  f o r c e s  e x c e p t  t h e  c e n t r a l  f o r c e  d u e  t o  
t h e  s p h e r i c a l  a t t r a c t i n g  b o d y  w e r e  r e m o v e d  a t  
t o ·  
I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h r o u g h  e x p e r i e n c e  t h a t  t h e  
o r b i t a l  e l e m e n t s  o f  a  s p a c e  v e h i c l e  a r e  u s e f u l  
f o r  d e s c r i p t i v e  p u r p o s e s  a n d  t o  c a l c u l a t e  a p -
p r o x i m a t e  e n e r g y  r e q u i r e m e n t s  o n l y ,  b u t  n o t  
s u i t e d  t o  t h e  a n a l y t i c a l  d e v e l o p m e n t  o f  o r b i t  d e -
t e r m i n a t i o n  a n d  t o  p r e c i s i o n  w o r k .  I n  t h e  l a t t e r  
c a s e  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  a r e  m o r e  u s e f u l .  
4 .  V e h i c l e - - C e n t e r e d  C o o r d i n a t e s  
I n  p r o b l e m s  i n v o l v i n g  a e r o d y n a m i c  f o r c e s ,  
s t a b i l i t y ,  c o n t r o l  a n d  g u i d a n c e  o f  a  s p a c e  v e h i c l e ,  
i t  i s  s o m e t i m e s  c o n v e n i e n t  t o  i n t r o d u c e  a  b o d y -
a x i s  s y s t e m  f i x e d  i n  t h e  v e h i c l e  w i t h  o r i g i n  a t  
i t s  i n s t a n t a n e o u s  c e n t e r  o f  g r a v i t y ,  t h e  x b  - a x i s  
a l o n g  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  v e h i c l e  i n  t h e  
f o r w a r d  d i r e c t i o n ,  t h e  Y b  - a x i s  d i r e c t e d  l a t e r a l l y  
t o  t h e  r i g h t  a n d  t h e  z b  - a x i s  c o m p l e t e s  t h e  r i g h t -
h a n d e d  C a r t e s i a n  s y s t e m  b y  b e i n g  d i r e c t e d  d o w n -
w a r d  ( s  e e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) .  
x b  
A d d i t i o n a l  s p e c i a l i z e d  s e t s  o f  a x e s  w h i c h  a r e  
r e q u i r e d  f o r  p a r t i c u l a r  e q u i p m e n t  i n  t h e  v e h i c l e  
s u c h  a s  a c c e l e r o m e t e r s ,  t e l e s c o p e s ,  r o c k e t  
e n g i n e s ,  e t c .  a s  w e l l  a s  t r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  
t h e  b o d y  a x e s  a n d  o t h e r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w i l l  
b e  d i s c u s s e d  w h e n  t h e y  a r e  u s e d  i n  t h e  m a n u a l .  
B .  M O T I O N  I N  E A R T H - M O O N  S P A C E  
T h e  d i s c u s s i o n  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  b a s e d  e s -
s e n t i a l l y  o n  r e s u l t s  o f  c l a s s i c a l  a s t r o n o m y  w i t h  
M o u l t o n ' s  C e l e s t i a l  M e c h a n i c s  ( R e f .  8 )  u s e d  a s  
t h e  p r i m a r y  r e f e r e n c e .  D e n v a t i o n s  t h a t  a r e  i m -
p o r t a n t  i n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  v a r i o u s  f o r c e  m o d e l s  
u s e d  i n  t h e  l u n a r  t r a j e c t o r y  d i g i t a l  p r o g r a m s ,  a s  
w e l l  a s  s p e c i a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o -
t i o n  u s e f u l  f o r  s p a c e  v e h i c l e  m i s s i o n s  i n  e a r t h -
m o o n  s p a c e  a r e  g i v e n .  T h e  m a t e r i a l  h e r e  i s  a l s o  
i n t r o d u c t o r y  t o  a  m o r e  c o m p l i c a t e d  d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  m o t i o n  o f  c e l e s t i a l  b o d i e s  a n d  v e h i c l e s  i n  
s p a c e  w h i c h  m a y  b e  n e c e s s a r y  f o r  p r e c i s i o n  t r a -
j e c t o r i e s .  
A s s u m e  a  d y n a m i c a l  s y s t e m  o f  n  b o d i e s ,  w h i c h  
a r e  h o m o g e n e o u s  i n  s p h e r i c a l  l a y e r s  a n d  m o v e  
u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e i r  m u t u a l  g r a v i t a t i o n a l  
a t t r a c t i o n .  T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  
t h e s e  b o d i e s  r e d u c e s  t o  f i n d i n g  6 n  i n t e g r a l s  o f  t h e  
3 n  s e c o n d - o r d e r  s i m u l t a n e o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a -
t i o n s ,  a n d  i s  k n o w n  a s  t h e  n - b o d y  p r o b l e m .  T h e  
g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  b e t w e e n  c e l e s t i a l  b o d i e s  
i s  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  f o r c e  a f f e c t i n g  t h e i r  m o t i o n  
d u e  t o  t h e i r  e n o r m o u s  s i z e  a n d  m a s s .  T h e  a s -
s u m p t i o n  o f  s p h e r i c a l  c e l e s t i a l  b o d i e s  i s  a c t u a l l y  
q u i t e  a  g o o d  o n e .  T h e  e q u a t o r i a l  s e m i a x e s  o f  t h e  
e l l i p s o i d a l  e a r t h  m o d e l  d i f f e r  b y  o n l y  2 1 .  4  k r n  
f r o m  t h e  p o l a r  s e m i a x e s  w i t h  t h e  r a d i u s  o f  t h e  
e q u i v a l e n t  s p h e r e  b e i n g  6 3 7 1 .  0 2  k r n .  T h e  t h r e e  
d y n a m i c a l l y  d e t e r m i n e d  s e m i a x e s  o f  t h e  m o o n  d i f -
f e r  b y  a t  m o s t  O .  7  k m  f r o m  t h e i r  a r i t h m e t i c  m e a n  
o f  1 7 3 8 . 5  k r n .  T h e  e f f e c t  o f a s p h e r i c i t y  o f  t h e  
e a r t h  o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  a t  a  m e a n  d i s t a n c e  
o f  3 8 4 , 4 0 2  k m  f r o m  t h e  e a r t h  i s  t h u s  v e r y  m i n o r ,  
e v e n  f o r  c o m p a r a t i v e l y  l o n g  p e r i o d s  o f  t i m e .  
T h e  e f f e c t  o f  t h e  a s p h e r i c i t y  o f  t h e  e a r t h  a n d  
m o o n  o n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  w i l l  b e  i m p o r t a n t  o n l y  
w h e n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  m o v e s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e s e  c e l e s t i a l  b o d i e s  a s  w i l l  b e  s h o w n  l a t e r .  A n y  
i r r e g u l a r i t i e s  i n  t h e  s h a p e  o f  t h e  s u n  a n d  p l a n e t s  
a r e  c o m p l e t e l y  n e g l i g i b l e  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  
o v e r  t i m e  p e r i o d s  o f  a  w e e k  s i n c e  t h e s e  b o d i e s  a r e  
m i l l i o n s  o f  k i l o m e t e r s  a w a y .  C o n s i d e r  t h e  t w o -
b o d y  p r o b l e m ,  n = 2 .  S i x  i n t e g r a l s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  c a n  b e  f o u n d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  c e n t e r  o f  m a s s ,  a n d  t h e  o t h e r  s i x  
c o n s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n  i n t r o d u c e d  b y  i n t e g r a t i n g  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  o n e  b o d y  r e l a t i v e  t o  t h e  
o t h e r .  
T h e  t h r e e  i n i t i a l  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  i n i t i a l  
v e l o c i t y  o f  o n e  b o d y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o t h e r ,  o r  
6  o r b i t a l  e l e m e n t s ,  d e t e r m i n e  t h e  m o t i o n  o f  t h e  
t w o  b o d i e s  c o m p l e t e l y .  T h e  m o t i o n  o f  t h e  s m a l l e r  
b o d y  t a k e s  p l a c e  i n  a  f i x e d  p l a n e  t h r o u g h  t h e  c e n -
t e r  o f  t h e  m a s s i v e  b o d y  w h i c h  i s  k n o w n  a s  t h e  o r -
b i t  p l a n e .  
F o r  n >  2 ,  h o w e v e r ,  o n l y  t e n  o f  t h e  6 n  i n t e g r a l s  
w h i c h  a r e  r e q u i r e d  i n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  
c o m p l e t e l y  h a v e  b e e n  f o u n d .  I f  t h e  d y n a m i c a l  s y s -
t e m  o f  n  b o d i e s  w h i c h  a r e  h o m o g e n e o u s  i n  s p h e r -
i c a l  l a y e r s  i s  s u b j e c t  t o  n o  f o r c e s  e x c e p t  t h e i r  
m u t u a l  a t t r a c t i o n s ,  s i x  o f  t h e s e  i n t e g r a l s  s h o w  
t h a t  t h e  c e n t e r  o f  m a s s  ( b a r y c e n t e r )  e x h i b i t s  r e c -
t i l i n e a r  m o t i o n  a t  c o n s t a n t  s p e e d ,  t h r e e  m o r e  s t a t e  
t h a t  t h e  a n g u l a r  m o m e n t u m  o f  t h e  s y s t e m  i s  c o n -
s t a n t ,  a n d  t h e  t e n t h  i s  s i m p l y  a n  e x p r e s s i o n  o f  t h e  
c o n s e r v a t i o n  o f  k i n e t i c  a n d  p o t e n t i a l  e n e r g y .  T h e s e  
U I - 1 4  
1 0  i n t e g r a l s  a r e  t h e  o n l y  o n e s  k n o w n  s i n c e  B r u n s  
h a s  p r o v e d  t h a t ,  w h e n  r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  
c o o r d i n a t e s  a r e  c h o s e n  a s  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a -
b l e s ,  t h e r e  a r e  n o  n e w  a l g e b r a i c  i n t e g r a l s  o f  
e x i s t i n g  f u n c t i o n s .  A l s o ,  P o i n c a r e '  h a s  d e m o n -
s t r a t e d  t h a t  u s e  o f  o r b i t a l  e l e m e n t s  a s  t h e  d e -
p e n d e n t  v a r i a b l e s  y i e l d s  n o  n e w  u n i f o r m  t r a n s -
c e n d e n t a l  i n t e g r a l s  e v e n  w h e n  t h e  m a s s e s  o f  a l l  
b o d i e s  e x c e p t  o n e  a r e  v e r y  s m a l l .  H o w e v e r ,  
t h e  g e n e r a l  s y s t e m  c a n  b e  r e d u c e d  s t i l l  f u r t h e r  
b y  t h e  m a t h e m a t i c a l  t r i c k  o f  e l i m i n a t i n g  n o d a l  
p o s i t i o n  a n d  t i m e  w h i c h  r e d u c e s  t h e  r e q u i r e m e n t  
t o  €  f u r t h e r  i n t e g r a l s  i n  t h e  c a s e  n = 3 .  
1 .  T h r e e - b o d y  P r o b l e m  
F o r  l u n a r  f l i g h t  t r a j e c t o r i e s  t h e  p r o b l e m  o f  
t h r e e  b o d i e s ,  n = 3 ,  w h i c h  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  
m o t i o n  o f  a  v e h i c l e  i n  t h e  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  
e a r t h - m o o n  s y s t e m ,  i s  o f  p r i m a r y  i n t e r e s t .  A l -
t h o u g h  a  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  ( w h i c h  
r e q u i r e s  1 8  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  o r  i n t e g r a l s )  h a s  
n o t  a s  y e t  b e e n  f o u n d ,  t h e r e  a r e  a  n u m o e r  o f  
i m p o r t a n t  r e s u l t s  w h i c h  h a v e  b e e n  e s t a b l i s h e d  i f  
t h e  i n i t i a l  p o s i t i o n s  a n d  v e l o c i t i e s  o f  t h e  b o d i e s  
s a t i s f y  c e r t a i n  c o n d i t i o n s .  W h i l e  s o m e  o f  t h e s e  
s p e c i a l  c a s e s  h a v e  n o t  b e e n  f o u n d  i n  n a t u r e ,  
t h e r e  a r e  n e v e r t h e l e s s  s o m e  a p p l i c a t i o n s ,  f o r  
i n s t a n c e  t h e  l i b  r a t i o n  p o i n t  s a t e l l i t e  b u o y s  p r o -
p o s e d  b y  B u c h h e i m  a n d  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  
C h a p t e r  I V .  T h e s e  s p e c i a l  c a s e s  c a n  b e  c l a s -
s i f i e d  i n t o :  (  1 )  s t u d y  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  m o t i o n  
o f  a n  i n f i n i t e s i m a l  b o d y  ( i .  e . ,  o n e  t h a t  i s  a t t r a c t e d  
b y  f i n i t e  m a s s e s  b u t  i n  t u r n  i s  a s s u m e d  n o t  t o  
a t t r a c t  t h e m )  w h e n  i t  i s  a t t r a c t e d  b y  t w o  f i n i t e  
b o d i e s  w h i c h  r e v o l v e  i n  c i r c l e s  a r o u n d  t h e i r  
c o m m o n  c e n t e r  o f  m a s s ;  ( 2 )  c o n s t r u c t i o n  o f  
p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  f o r  t h e  m o t i o n  o f  t h r e e  f i n i t e  
b o d i e s  s u c h  t h a t  t h e  r a t i o s  o f  t h e i r  m u t u a l  d i s -
t a n c e s  a r e  c o n s t a n t s .  
T h e  f o r m e r  m e t h o d  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  
n e x t  s e c t i o n  w h i l e ,  f o r  t h e  l a t t e r  c a s e ,  s p e c i a l  
m e t h o d s  w i l l  b e  d e s c r i b e d  a n d  r e f e r e n c e s  w i l l  
b e  g i v e n  h e r e .  
T h e r e  a r e  t h r e e  s p e c i a l  s o l u t i o n s  f o r  t h e  c a s e  
o f  3  f i n i t e  b o d i e s :  t h e  t h r e e  b o d i e s  a t  t h e  v e r t i c e s  
o f  a n  e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e ,  t h r e e  b o d i e s  i n  a  
s t r a i g h t  l i n e ,  a n d  t h e  t r i v i a l  c a s e  o f  t h e  t h r e e  
b o d i e s  a l l  a t  o n e  p o i n t .  T h e  t w o  n o n t r i v i a l  s o -
l u t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  a m o n g  o t h e r  p l a c e s ,  i n  
M o u l t o n  ( R e f .  8 )  o n  p a g e s  3 0 9 - 3 1 8  a n d  i n  F i n l a y -
F r e u n d l i c h  ( R e f .  9 ) .  
a .  C o n d i t i o n s  f o r  c i r c u l a r  t h r e e - b o d y  o r b i t s  
L a g r a n g e  h a s  s h o w n  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  
t h r e e  f i n i t e  b o d i e s  t o  m o v e  i n  e l l i p t i c a l  o r b i t s  
a r o u n d  t h e i r  c o m m o n  c e n t e r  o f  m a s s .  T h e  s p e -
c i a l  c a s e  o f  c i r c u l a r  o r b i t s  d i s c u s s e d  i n  
R e f .  8  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g .  A s -
s u m e  t h a t  t h e  t h r e e  b o d i e s  m o v e  i n  a  c o m m o n  
p l a n e .  T a k e  t h e  o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s  a t  t h e  
c o m m o n  c e n t e r  o f  m a s s  ( b a r y c e n t e r )  a n d  t h e  
x o y  0  - p l a n e  a s  t h e  p l a n e  o f  m o t i o n .  L e t  t h e  m a s s e s  
o f  t h e  t h r e e  b o d i e s  b e  M
I
,  M
2
,  M 3  a n d  l e t  G  d e -
n o t e  t h e  u n i v e r s a l  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t .  T h e n  
t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e :  
l  
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i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a i ,  w o r k  f u n c t i o n ,  o r  
n e g a t i v e  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  e n e r g y ,  o f  t h e  
d y n a m i c a l  s y s t e m ,  a n d  r .  .  d e n o t e s  t h e  d i s t a n c e  
1 ,  J  
b e t w e e n  t h e  c e n t e r s  o f  M .  a n d  M  . .  
1  J  
T h e  m o t i o n  o f  t h e  s y s t e m  c a n  b e  r e f e r r e d  t o  
a x e s  x
R  
y  R  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  b a r y c e n t e r  a n d  r o -
t a t i n g  w i t h  t h e  u n i f o r m  a n g u l a r  v e l o c i t y  W  R  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  X o  Y O  a x e s  b y  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
[
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S u b s t i t u t i o n  o f  E q  ( 5 8 )  i n t o  E q  ( 5 6 )  y i e l d s ,  
a f t e r  s i m p l i f i c a t i o n :  
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I f  t h e  b o d i e s  a r e  m o v i n g  i n  c i r c l e s  a r o u n d  t h e  
o r i g i n  w i t h  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  " ' f t '  t h e i r  c o o r d i -
n a t e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r o t a t i n g  a x e s  a r e  c o n -
s t a n t  a n d  t h e i r  t i m e  d e r i v a t i v e s  v a n i s h .  E q u a -
t i o n s  ( 5 9 )  b e c o m e ,  i f  w e  t a k e  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  
t h e  p o t e n t i a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o o r d i n a t e s  a s  
i n d i c a t e d  a n d  d r o p  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  x
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a n d  t h r e e  s i m i l a r  e q u a t i o n s  w i t h  x
R  
r e p l a c e d  b y  
Y R '  
T h e  c o n v e r s e  i s  a l s o  t r u e ,  i .  e . ,  i f  t h e  s i x  
e q u a t i o n s  ( E q s  ( 6 0 »  a r e  s a t i s f i e d ,  t h e n  t h e  
b o d i e s  m o v e  i n  c i r c l e s  a r o u n d  t h e  o r i g i n  w i t h  
t h e  u n i f o r m  a n g u l a r  v e l o c i t y  " ' f t .  T h e  s y s t e m  
e q u a t i o n s  ( E q s  ( 6 0 »  c a n  b e  r e d u c e d  f u r t h e r  b y  
u s e  o f  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  o r i g i n  i s  a t  t h e  
c e n t e r  o f  m a s s  
M 1  x
R 1  
+  M 2  x
R 2  
+  M 3  x
R 3  
=  o }  
(  6 1 )  
M 1  Y R 1  +  M 2  Y R 2  +  M 3  Y R 3  =  0  
t o  y i e l d  a f t e r  s i m p l i f i c a t i o n :  
2  ( x  - x  )  
- w
R  
+  G M  R 1  R 2  
2  3  
r  1 ,  2  
( x  - x  )  
+  G M  R 1  R 3  
3  3  =  0  
r
1
,  3  
_ W
2  
( x  
R  x
R 2  
+  G M  R 2  - x
R 1
)  
1  3  
r
1
,  3  
( 6 2 )  
( x  - x  )  
+  G M  R 2  R 3  
3  3  =  0  
r
2
,  3  
- W  2  Y  ( Y  - Y  )  
R  R 1  +  G M  R 1  R 2  
2  3  
r  1 ,  2  
+  G M  ( Y R I  - Y R 3 )  
2  3  =  0  
r  1 ,  3  
2  ( Y R 2  - Y R 1 )  
- w  R  Y  R 2  +  G M
1
- : : " ' : " " " 7 < 3 - - : " ' -
r  1 ,  2  
( Y
R
2  - Y
R 3
)  
+  G M 3  3  =  0  
r
2
,  3  
E q u a t i o n s  ( 6 1 )  a n d  ( 6 2 )  a r e  t h e  n e c e s s a r y  
a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  
s o l u t i o n s  i n  w h i c h  t h e  o r b i t s  o f  t h e  t h r e e  b o d i e s  
a r e  c i r c l e s .  
b .  E q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  s o l u t i o n s  
I t  r e m a i n s  t o  f i n d  s o l u t i o n s  t o  t h e  s y s t e m  o f  
a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  ( E q s  ( 6 1 )  a n d  E q s  ( 6 2 » .  I t  
c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  s a t i s f i e d  i f  t h e  
t h r e e  b o d i e s  l i e  a t  t h e  v e r t i c e s  o f  a n  e q u i l a t e r a l  
t r i a n g l e .  
~I 
r -
I n  t h a t  c a s e  r  =  r
1  
2  r
2  
3  =  r
1  
3 '  a n d  t h e  
s y s t e m  b e c o m e s :  '  ,  ,  
M l  x
R 1  
+  M 2  x
R 2  
+  M 3  x
R 3  
=  0  
2  
M 2  
(
M 2  M 3  w
R
\  
7 + 7  - l l j  X R 1  
- 3
X
R 2  
r  
M 3  
- - : r  X
R 3  
=  0  
r  
(
M l  M 3  
~+~ 
r  r  
W~ ) 
- - - - u - X
R 2  
M 1  
- 3
X
R l  
r  
M 3  
7  X
R 3  
=  0  
M 1  Y R 1  +  M 2  Y R 2  +  M 3  Y R 3  =  0  
2  
(
M 2  M 3  _  W R )  
3+~ - - - - r r -
r  r  
_  M 3  
7
Y R 3  
=  0  
2  
(
M l  M 3  W R )  
~+~-u 
r  r  
M 3  
- 7
Y R 3  
=  0  
M 2  
Y  R l  - - - - : r - Y  R 2  
r  
M l  
Y
R
2  - 3
Y
R l  
r  
( 6 3 )  
T h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( E q s  ( 6 3 ) )  i s  l i n e a r  a n d  
h o m o g e n e o u s  i n  x
R  
l '  x
R 2
'  .  .  .  ,  Y  R 3  a n d  f o r  a  
n o n t r i v i a l  s o l u t i o n  t o  e x i s t ,  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  
t h e  c o e f f i c i e n t s  m u s t  v a n i s h .  B y  d e f i n i n g  
M  =  M  1  +  M 2  +  M 3  t h i s  c o n d i t i o n  t u r n s  o u t  t o  b e  
2  W  R  r 3  4  
(
2 )  
M  3  M  - G  =  0  f r o m  w h i c h  
2  
w
R  
M G  
- - - : r  
r  
( 6 4 )  
T h e n  t w o  o f  t h e  x
R i  
a n d  t w o  o f  t h e  Y  R i  a r e  a r b i t r a r y ,  
a n d  t h e  e q u a t i o n s  h a v e  a  s o l u t i o n  c o m p a t i b l e  w i t h  
r .  .  =  r .  T h e r e f o r e ,  t h e  e q u i l a t e r a l  t r i a n g u l a r  
1 ,  J  
c o n f i g u r a t i o n  w i t h  p r o p e r  i n i t i a l  c o m p o n e n t s  o f  
v e l o c i t y  i s  a  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h e  t h r e e - b o d y  
p r o b l e m .  
c .  S t r a i g h t  l i n e  s o l u t i o n s  
W e  c a n  f i n d  a  s p e c i a l  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  
e q u a t i o n s  ( E q s  ( 6 1 )  a n d  ( 6 2 ) )  b y  a s s u m i n g  Y R I  =  
Y R 2  =  Y R 3  =  0 ,  i .  e . ,  a l l  b o d i e s  a r e  o n  t h e  x
R
-
a x i s .  L e t  t h e m  l i e  i n  t h e  o r d e r  M
I
,  M
2
,  M 3  
f r o m  t h e  n e g a t i v e  e n d  o f  t h e  a x i s  t o w a r d  t h e  p o s i -
t i v e .  T h e n  x
R 3  
: - - x
R 2  
>  x
R 1  
a n d  r  1 ,  2  =  x
R 2  
-
x
R 1  
=  r ,  a n d  t h e  
I I I - 1 6  
s , Y o S t e m  o f  e q u a t i o n s  ( E q s  ( 6 1 )  a n d  ( 6 2 )  b e c o m e :  
M l  x
R 1  
+  M 2  ( x
R 1  
+  r )  +  M 3  x
R 3  
=  0  
2  
w
R  
+ - - u - x R l  =  0  
M  
M 2  3  2  
7  +  ( x
R 3  
- x R i )  
( 6 5 )  
M 1  
+  
- 7  ( x R 3  
M 3  2  
+  w R  
_  x
R l  
- r  y  I I  ~ +  x R 1 )  =  0  
E l i m i n a t i o n  o f  x
R 3  
a n d  W  ~ y i e l d s  
M~ (r  +  XR1~ 
M 2  +  ( M
1  
+  M
2
)  x
R l  
+  ( M  x
R 1
· +  M 2 r )  
3  
M 3  x
R 1  
( 6 6 )  
o  
( M  x
R 1  
+  M
2
r  +  M 3 r )  
a  q u i n t i c  e q u a t i o n  f o r  x
R 1  
w h o s e  c o e f f i c i e n t s  
a r e  a l l  p o s i t i v e .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  i s  n o  r e a l  
p o s i t i v e  r o o t  b u t  t h e r e  { s  a t  l e a s t  o n e  r e a l  n e g a -
t i v e  r o o t ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  a t  l e a s t  o n e  s o l u t i o n  
o f  t h e  p r o b l e m .  
I n s t e a d  o f  a d o p t i n g  x
R 1  
a s  t h e  u n k n o w n ,  
A  =  x
R 3  
- x
R 2  
m a y  b e  u s e d .  T h e  d i s t a n c e  x
R 1  
m u s t  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h i s  n e w  v a r i a b l e .  
T h e  r e l a t i o n s  a m o n g  x
R 1
'  x
R 2
'  x
R 3  
a n d  A  a r e  
M l  x
R 1  
+  M 2  x  R 2  +  M 3  x
R 3  
=  0  
x
R 2  
- x
R 1  
=  r  
x  - x  
R 3  R 2  =  A  
f r o m  w h i c h  
x
R 1  
-
[ r  ( M 2  +  M 3 )  +  M
3
A J  
M  
( 6 7 )  
S u b s t i t u t i o n  o f  E q  ( 6 7 )  i n t o  E q  ( 6 6 )  l e t t i n g  
r  =  1 ,  a n d  s u b s e q u e n t  s i m p l i f i c a t i o n  y i e l d s :  
( M 1  + M 2 ) A 5 +  ~ M1 + 2 M 2 ) A 4  
+  ( 3 M
1  
+ M
2
)  A
3  
- (M 2  +  3  M 3 )  A  
2  
- ( 2  M 2  +  3  M 3 )  A  
- ( M 2  +  M 3 )  =  0  
( 6 8 )  
w h i c h  i s  L a g r a n g e  I  s  q u i n t i c  e q u a t i o n  i n  A .  E q u a t i o n  
( 6 8 )  h a s  o n l y  o n e  r e a l  p o s i t i v e  r o o t  s i n c e  t h e  
c o e f f i c i e n t s  c h a n g e  s i g n  o n l y  o n c e .  T h e  o n l y  A  
v a l i d  i n  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  c h o s e n  o r d e r  o f  t h e  
m a s s e s  i s  p o s i t i v e ;  h e n c e ,  t h e  s o l u t i o n  o f  E q  ( 6 8 )  
i s  u n i q u e  a n d  g i v e s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  t h r e e  b o d i e s  
l  
I  
i n  t h e  s t r a i g h t  l i n e  s o l u t i o n .  T w o  m o r e  d i s t i n c t  
s t r a i g h t  l i n e  s o l u t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  c y c l i -
c a l l y  p e r m u t i n g  t h e  o r d e r  o f  t h e  t h r e e  b o d i e s .  
M o u l t o n  ( R e f .  8 )  a l s o  d i s c u s s e s  s p e c i a l  s o l u -
t i o n s  i n  w h i c h  t h e  o r b i t s  o f  t h e  t h r e e  b o d i e s  a r e  
c o n i c  s e c t i o n s  w i t h  e  I - O .  
2 .  R e s t r i c t e d  T h r e e  - B o d y  P r o b l e m  
I f  t h e  m a s s  o f  o n e  o f  t h e  t h r e e  b o d i e s  i s  s m a l l  
c o m p a r e d  t o  t h a t  o f  t h e  o t h e r  t w o ,  i n  f a c t  s o  s m a l l  
t h a t  i t  d o e s  n o t  i n f l u e n c e  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o r e  
m a s s i v e  b o d i e s ,  t h e n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  s m a l l  b o d y  i s  k n o w n  a s  t h e  r e s t r i c -
t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m .  S i n c e  t h e  m a s s  o f  a n y  
s p a c e  v e h i c l e  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  (  M S  o r d e r  
o f  1 0
5  
k g  o r  l e s s )  i s  v e r y  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h a t  
2 4  
o f  t h e  e a r t h  (~ 5 . 9 7 5 8  x  1 0  k g )  o r  t h a t  o f  t h e  
m o o n  ( M U =  7 . 3 4 5 1  x  1 0
2 2  
k g ) ,  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  
i s  p e r m i ' ! : ; s i b l e  f o r  t h e  s t u d y  o f  m o t i o n  i n  e a r t h -
m o o n  s p a c e .  I n  a d d i t i o n ,  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  
e a r t h  a n d  m o o n  r o t a t e  i n  c i r c u l a r  o r b i t s  a r o u n d  
t h e i r  c o m m o n  c e n t e r  o f  m a s s  w i t h  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t y  w E B ( r .  T h i s  i s  n o t  q u i t e  t r u e  s i n c e  t h e  
e c c e n t r i c i t y  o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t  a r o u n d  t h e  e a r t h  
i s  a b o u t  0 . 0 5 5  a n d , h e n c e ,  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  
v a r i e s  w i t h  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p o s i t i o n .  N o n -
g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  s u c h  a s  a t m o s p h e r i c  d r a g ,  
e l e c t r o m a g n e t i c  f o r c e s ,  m e t e o r i t i c  d r a g ,  a n d  
s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  m a y  b e c o m e  i m p o r t a n t  
f o r  u n o r t h o d o x  s p a c e  v e h i c l e  s h a p e s  e v e n  t h o u g h  
t h e y  c a n  b e  u t t e r l y  n e g l e c t e d  i n  t h e  m o t i o n  o f  
c e l e s t i a l  b o d i e s .  T h r u s t  f o r c e s  w i l l  a l s o  b e  
n e g l e c t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n .  T h e  e q u a -
t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a n d  s o m e  r e -
s u l t s  o f  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m  w i l l  
b e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  w i t h  t h e  d i s c u s s i o n  
f o l l o w i n g  t h a t  g i v e n  b y  M o u l t o n  ( R e f .  8 ,  p a g e s  
2 7 8 - 3 0 7 ) .  G e n e r a l "  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  l u n a r  f l i g h t  
t r a j e c t o r i e s  h a v e  b e e n  d e d u c e d  f r o m  t h e  r e -
s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r O b l e m ,  n o t a b l y  b y  E g o r o v  
( R e f .  1 0 )  a n d  B u c h h e i m  ( R e f .  1 1 ) .  W e  w i l l  d i s -
c u s s  t h e s e  a p p l i c a t i o n s  t o  l u n a r  f l i g h t  m i s s i o n s  
i n  d e t a i l  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
a .  E q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
L e t  t h e  o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s  b e  a t  t h e  c e n t e r  
o f  m a s s  ( b a r y c e n t e r )  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m ,  
a n d  l e t  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  a x e s  b e  s o  c h o s e n  t h a t  
t h e  X o  Y o - p l a n e  i s  t h e  p l a n e  o f  t h e i r  m o t i o n .  
( S e e  S e c t i o n  A  - 3 .  )  D e n o t e  t h e  m a s s e s  o f  t h e  e a r t h  
a n d  m o o n  b y  M E B a n d  M « :  a n d  t h e  u n i v e r s a l  g r a v i -
t a t i o n a l  c o n s t a n t  b y  G .  L e t  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  
M E 9 '  M « :  a n d  t h e  v e h i c l e  b e  ( x O E B ' Y O E B ' O ) ;  
( X
o
« : '  y O « : '  0 ) ;  a n d  ( x O i : \ . '  Yo~ ' z O i : \ . ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  
s o  t h a t  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  v e h i c l e  f r o m  t h e  e a r t h  
a n d  m o o n  i s , r e s p e c t i v e l y :  
r E 9 L : l .  =  [ ( X O i : \ .  - x O E B Y  +  ( Y O i : \ .  - Y O E B
f  
2 J  1 / 2  
+  ( z M )  
I I I - I ?  
r « : i : \ .  [ ( X M  - X o « : y  +  ~0.6. - Y o « : l  
2  ]  1 / 2  
+  z O . 6 .  
N o t e  t h a t  t h e  v e h i c l e  i s  n o t  r e s t r i c t e d  t o  m o t i o n  
i n  t h e  x o Y O - p l a n e .  ( S e e  f o l l o w i n g  s k e t c h . )  
T h e n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  a r e :  
Y o  
L  
, 0 )  
M  ( x
0 6 3
'  Y 0 6 3  
6 3  
x O . 6 .  
- G M  ( x
O
. 6 .  - x  )  
E B  o E B  
r .
3  
E B . 6 .  
- G M  ( Y O . 6 .  - Y  - )  
E l 3  O w  
r 3  
E 9 6  
Y O . 6 .  
M  < r  ( x
O  
< r '  Y O  c t '  0 )  
G M « :  
X o  
( x
O
. 6 .  - X o  « : )  
r 3  
« : . 6 .  
G M « :  ( y O L : \ .  - y O « : )  
3  
r  « : . 6 .  
Z O . 6 .  
Z O . 6 .  
- G M L ' I ' j - - S -
C D  r E 9 6  
Z O . 6 .  
G M « : - r -
r « : . 6 .  
( 6 9 )  
L e t  t h e  m o t i o n  o f  t h e  b o d i e s  b e  r e f e r r e d  t o  a  
n e w  s y s t e m  o f  a x e s  ( x
R
'  Y R '  z R )  h a v i n g  t h e  s a m e  
o r i g i n  a s  t h e  o l d ,  a n d  r o t a t i n g  i n  t h e  X o  Y o  - p l a n e  
i n  t h e  s a m e  d i r e c t i o n  a s  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  
w i t h  t h e  u n i f o r m  a n g u l a r  v e l o c i t y  w
E B
« : .  T h e  
t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  t h e  i n e r t i a l  t o  t h e  m o v i n g  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  g i v e n  b y  E q  ( 5 8 ) .  A f t e r  
c o m p u t i n g  t h e  v e l o c i t y  a n d  a c c e l e r a t i o n  i n  t h e  
r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  s u b s t i t u t i n g  i n t o  
E q s  ( 6 9 ) ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  
i n  t h e  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  b e c a m e :  
.  2  
x
R
. 6 .  - 2 w E 9 « : Y  R 6  =  w E 9 « : x
R
. 6 .  
d M E B  ( x R 6  - x
R E B
)  
3  
r E f 1 6  
.  2  
Y R . 6 .  +  2 w
E B
« : x
R
. 6 .  =  w
E B
« : Y R . 6 .  
G M « :  ( x R . 6 .  - x R d  
3  
r « : . 6 .  
J  
r  
zR~ 
GM$ (YR~ - Y R $ )  
3  
r~ 
GMEBzR~ 
3  
r$~ 
G M < r  ( YR~ - Y R [ )  
2  
r<r~ 
GM<rzR~ 
3  
rcc.~ 
( 7 0 )  
T h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  x
R  
y  R  - a x e s  c a n  b e  c h o s e n  
s o  t h a t  t h e  x R - a x i s  i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m o o n  
( s e e  s k e t c h  o n  p a g e  1 1 ) ;  t h e n  y  R $ =  0 ,  y  R < r  =  0 ,  
a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  s i m -
p l i f y  t o :  
2  
xR~ - 2
W
f f i  
YR~ =  w E B  xR~ 
w q  ( (  
G M E e  (xR~ - x
R
$ )  G M < r  (xR~ - x R < r )  
3  - 3  
r
E B 6  
r<r~ 
.  2  
YR~ +  2wEB<rxR~ =  w E f : 3 ( [  YR~ 
( 7 1 )  
GMEBYR~ 
GM<rYR~ 
- - - r - - - - s  
rE&~ r<r~ 
GMEBzR~ 
G~zR~ 
zR~ 
3  
- - - s -
r$~ 
r<r~ 
w h e r e  
r~ 
I t  2  2  2  J 1 / 2  
L(xR~ - x  R E B )  +  YR~ +  zR~ ( 7 2 )  
a n d  
r ( '  ) 2  2  2  ]  1 1  2  
r<r~ L~xR~ - x
R
«  +  Y  R~ +  zR~ ( 7 3 )  
F o r  t h e  p a r t i c u l a r  f o r c e  m o d e l  ( c i r c u l a r  o r b i t s  
o f  e a r t h  a n d  m o o n  a b o u t  t h e  b a r y c e n t e r )  a n d  t h e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( r o t a t i n g  s y s t e m  w i t h  t h e  x
R
-
a x i s  a l o n g  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e )  c h o s e n , x R $ a n d  
x R « h a v e  b e c o m e  c o n s t a n t s ,  a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  d o  n o t  i n v o l v e  t i m e  e x p l i c i t l y .  
T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( E q s  ( 7 1 ) )  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  a r e  o f  s i x t h  o r d e r  a n d  r e q u i r e  s i x  i n t e -
g r a l s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  t h r e e - d i m e n -
s i o n a l  m o t i o n  o f  t h e  v e h i c l e ;  i f  i t  m o v e s  i n  t h e  
e a r t h - m o o n  p l a n e ,  t h e n  t h e  l a s t  e q u a t i o n  o f  E q s  
( 7 1 )  v a n i s h e s ,  a n d  o n l y  f o u r  i n t e g r a l s  a r e  r e -
q u i r e d  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n -
s i o n a l  m o t i o n  o f  t h e  v e h i c l e .  I n  g e n e r a l ,  s o l u -
t i o n s  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( E q s  ( 7 1 ) )  a r e  o b -
t a i n e d  b y  s t e p - b y - s t e p  i n t e g r a t i o n  w i t h  s i x  v e -
h i c l e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i n  t h e  t h r e e  - d i m e n s i o n a l  
c a s e  a s  w e l l  a s  t h e  i n i t i a l  p o s i t i o n s  o f  t h e  e a r t h  
a n d  m o o n  g i v e n .  
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b .  J a c o b i ' s  i n t e g r a l  a n d  i m p l i c a t i o n s  
E q u a t i o n s  ( 7 1 )  a d m i t  a n  i n t e g r a l  f i r s t  g i v e n  
b y  J a c o b i  a n d  w h i c h  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  b y  H i l l  
i n  h i s  L u n a r  T h e o r y .  L e t  
_  1  2  ( ,  2  2 )  G M E f )  
W  - " 2 "  w $ < r  \xR~ +  Y R 6  +  rE&~ +  
t h e n  E q s  ( 7 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
.  a w  
xR~ - 2w$<rYR~ = axR~ 
a w  
YR~ +  2 w E & < r x R 6  =  ~ 
a w  
z  = - -
R~ aZR~ 
G M «  
r < r 6  
( 7 4 )  
( 7 5 )  
I f  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  m u l t i p l i e d  b y  2 x
R 6
'  
2 y  R 6  a n d  2 z
R 6
,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  a d d e d ,  t h e  r e -
s u l t i n g  e q u a t i o n  c a n  b e  i n t e g r a t e d ,  s i n c e  W  i s  a  
f u n c t i o n  o f  xR~ ' y  R~' a n d  z  R~ a l o n e ,  a n d  t h i s  
g i v e s  J a c o b i ' s  i n t e g r a l :  
(
,  \  2  ( .  )  2  ( .  )  2  ~ 
x  R~} +  Y  R 6  +  z  R 6  =  V  R~ 
2 W - C  
2  _  2  ( 2  +  2  )  +  2 G M $  
V  R~ - w E & ( [ \ R 6  Y  R 6  r~ 
+  2 G M < r  _  C  
r < r
6  
(  7 6 )  
w h e r e  V  R 6  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
v e h i c l e  i n  t h e  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  C  i s  
t h e  J a c o b i a n  c o n s t a n t .  W e  c a n  o b t a i n  s o m e  q u a l i -
t a t i v e  a n d  q u a n t i t a t i v e  i n f o r m a t i o n  f r o m  t r a j e c t o r i e s  
i n  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  f r o m  J a c o b i ' s  i n t e g r a l .  
W h e n  t h e  c o n s t a n t  o f  i n t e g r a t i o n  C  h a s  b e e n  
d e t e r m i n e d  n u m e r i c a l l y  f r o m  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  
x
R 6
'  YR~' zR~ ' xR~ ' YR~' zR~,Eq ( 7 6 )  d e -
t e r m i n e s  t h e  v e l o c i t y  V  R~ o f  t h e  v e h i c l e  a t  a l l  
p o i n t s  i n  t h e  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m ;  a n d  
c o n v e r s e l y ,  f o r  a  g i v e n  V
R 6
,  E q  ( 7 6 )  g i v e s  t h e  
l o c u s  o f  p o i n t s  a c c e s s i b l e  t o  t h e  s p a c e  v e h i c l e .  I n  
p a r t i c u l a r ,  VR~ =  °  i n  E q  ( 7 6 )  d e f i n e s  s u r f a c e s  
o f  z e r o  r e l a t i v e  v e l o c i t y .  O n  o n e  s i d e  o f  t h e s e  
s u r f a c e s  t h e  v e l o c i t y  V  R 6  w i l l  b e  r e a l  a n d  o n  t h e  
o t h e r  s i d e  i m a g i n a r y ;  o r ,  i n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  
s p a c e  v e h i c l e  c a n  m o v e  o n  t h e  r e a l  s i d e  o f  t h i s  
s u r f a c e  o n l y .  T h u s  t h e  s u r f a c e s  o f  z e r o  r e l a t i v e  
v e l o c i t y  i n d i c a t e  t h e  r e g i o n s  o f  s p a c e  t o  w h i c h  t h e  
s p a c e  v e h i c l e  i s  c o n s t r a i n e d .  
T h e  e q u a t i o n  o f  t h e  s u r f a c e s  o f  z e r o  r e l a t i v e  
v e l o c i t y  f o r  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  x
R 6
'  y  R~' zR~ 
d e n o t i n g  t h e  s p a c e  v e h i c l e  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  
l e t t i n g  V  R 6  =  °  i n  E q  ( 7 6 ) :  
- - - - l  
2  
2  2 G M
E B  
2 G M ( [ _  
(  
+  ) + - - + - - - c  
w
E B
( [  x
R
. 6 .  Y
R
. 6 .  r
E B
. 6 .  r ( [ . 6 .  ( 7 7 )  
w h e r e  r
E B
. 6 .  a n d  r ( ( . 6 .  a r e  g i v e n  b y  E q s  ( 7 2 )  a n d  
( 7 3 ) .  S i n c e  o n l y  t h e  s q u a r e s  o f  Y R . 6 .  a n d  z R . 6 .  
e n t e r  i n t o  E q  ( 7 7 ) ,  t h e  s u r f a c e s  d e f i n e d  a r e  
s y m m e t r i c a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  x
R  
y  R a n d  x
R  
z R - p l a n e s .  W e  o b t a i n  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  
s u r f a c e s  ( E q  ( 7 7 ) )  w i t h  t h e  x
R  
Y R  - p l a n e  o r  t h e  
t r a c e  i n  t h e  x
R  
Y R - p l a n e  b y  l e t t i n g  z R . 6 .  =  0  i n  
t h a t  e q u a t i o n :  
2  2  2  
w E B ( [ ( x
R
. 6 .  +  Y R . 6 . )  
+  
2 G M E B  
~ 2  2 J 1 7 2  
( x R . 6 .  - X
R E B
)  +  Y R . 6 .  
( 7 8 )  
+  
2 G M ( [  
= c  
U  2  2  ]  1 / 2  
( x
R
. 6 .  - x
R
( ( )  +  Y
R
. 6 .  
T h e  c u r v e s  ( E q  ( 7 8 ) )  a r e  s h o w n ,  n o t  t o  s c a l e ,  i n  
F i g .  2 ,  a n d  f r o m  t h e m  t h e  g e n e r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  m o t i o n  i n  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  c a n  b e  d e -
d u c e d .  
T h e  v a l u e s  o f  C  i n  F i g .  2  a r e  n u m e r i c a l l y  i n  
t h e  o r d e r  C
1
>  C
2
>  C  3 > '  . . .  F o r  i n i t i a l  c o n -
d i t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  C  =  C  l '  t h e  v e h i c l e  c a n  
m o v e  e i t h e r  i n  a  c l o s e d  r e g i o n  a b o u t  t h e  e a r t h  o r  
i n  a  c l o s e d  r e g i o n  a b o u t  t h e  m o o n ;  i t  r e m a i n s  a  
s a t e l l i t e  o f  t h e  e a r t h  o r  t h e  m o o n .  I f  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  c o r r e s p o n d  t o  C  =  C
3
'  t h e  v e h i c l e  c a n  
m o v e  w i t h i n  a  c l o s e d  c o n t o u r  a r o u n d  t h e  e a r t h -
m o o n  s y s t e m  s u c h  t h a t  m o t i o n  f r o m  e a r t h  t o  
m o o n  i s  p o s s i b l e .  T h e  l i m i t i n g  c a s e  s e p a r a t i n g  
e a r t h  o r  m o o n  o r b i t s  f r o m  e a r t h - m o o n  o r  m o o n -
e a r t h  t r a j e c t o r i e s  i s  r e p r e s e n t e d  b y  C  =  C
2
.  
F o r  t h e  v a l u e  C  =  C
5
,  t h e  v e h i c l e  c a n  e s c a p e  e n -
t i r e l y  f r o m  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  s i n c e  t h e  r e -
g i o n  o f  p o s s i b l e  v e h i c l e  m o t i o n  i s  o p e n  b e h i n d  
t h e  m o o n .  T h e  v a l u e  C  =  C
4  
s e p a r a t e s  t h e  e a r t h -
m o o n  o r  m o o n - e a r t h  t r a j e c t o r i e s  f r o m  p o s s i b l e  
e s c a p e  t r a j e c t o r i e s  f r o m  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m .  
B e s i d e s  t h e s e  i n n e r  b o u n d s  o f  v e h i c l e  m o t i o n  
t h e r e  a r e ,  f o r  t h e  s a m e  C  v a l u e s ,  c l o s e d  o u t e r  
b o u n d a r i e s  a r o u n d  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  b e y o n d  
w h i c h  m o t i o n  i s  a l s o  p o s s i b l e .  A  v e h i c l e  c o m i n g  
fro~ v e r y  f a r  a w a y  w i t h  C >  C
4  
c a n n o t  a p p r o a c h  
t h e  e a r t h  o r  m o o n  a n y  c l o s e r  t h a n  t h e  o u t e r  
b o u n d a r y  o f  t h e  C  =  C  4  c o n t o u r  o f  F i g .  2 .  W h e n  
C  =  C
4  
t h e  i n n e r  a n d  o u t e r  b r a n c h e s  o f  t h e  c u r v e  
o f  z e r o  r e l a t i v e  v e l o c i t y  c o a l e s c e .  F o r  C  <  C
4  
a  
v e h i c l e  s t a r t i n g  n e a r  t h e  e a r t h  o r  m o o n  c a n  e s -
c a p e  f r o m  t h e  s y s t e m  a n d  o n e  s t a r t i n g  f r o m  a  
r e m o t e  p o i n t  c a n  r e a c h  e i t h e r  b o d y .  A s  C  d e -
c r e a s e s  t o  C
5  
a n d  b e y o n d ,  t h e  o p e n i n g  i n  t h e  
c o n t o u r  b e h i n d  t h e  m o o n  w i d e n s .  W h e n  C  =  C
6  
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t h e  c o n t o u r  a l s o  b e g i n s  t o  o p e n  b e h i n d  t h e  e a r t h  
a n d  w h e n  C  =  C
7  
t h e  o n l y  p o r t i o n s  o f  t h e  p l a n e  e x -
c l u d e d  f r o m  m o t i o n  o f  a  v e h i c l e  a r e  t h e  i n t e r i o r s  
o f  2  k i d n e y - s h a p e d  r e g i o n s  a b o v e  a n d  b e l o w  t h e  
x
R  
- a x i s .  A s  C  d e c r e a s e s  f u r t h e r  t o  a  v a l u e  o f  
C
8
'  t h e  r e g i o n s  o f  e x c l u s i o n  s h r i n k  t o  t w o  p o i n t s ,  
e a c h  c o m p l e t i n g  a n  e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  w i t h  t h e  
e a r t h  a n d  m o o n .  N o  r e g i o n  o f  t h e  x
R  
y  R  - p l a n e  i s  
e x c l u d e d  i f  C  <  C  8 '  
T h e  p o i n t s  a t  w h i c h  t h e  c o n t o u r s  c o r r e s p o n d i n g  
t o  C  =  C
2
'  C
4  
a n d  C
6  
c o a l e s c e  t o g e t h e r  w i t h  t h e  
2  p o i n t s  f o r  w h i c h  C  =  C  8  a r e  c a l l e d  d o u b l e  p o i n t s .  
F r o m  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  s u r f a c e s  o f  z e r o  r e l a -
t i v e  v e l o c i t y  ( E q  ( 7 7 ) )  a n d  f r o m  t h e  t r a c e s  o f  
t h e s e  s u r f a c e s  i n  t h e  x
R  
Y R '  x
R  
z R  a n d  Y R  z R -
p l a n e s  s u c h  a s  F i g .  2 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  a l l  t h e  
d o u b l e  p o i n t s  a r e  i n  t h e  x
R  
Y R - p l a n e .  H e n c e  i t  
i t  s u f f i c i e n t  t o  c o n s i d e r  t h e  t r a c e  i n  t h e  x
R  
y  R -
p l a n e ,  E q  ( 7 8 ) ,  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  
d o u b l e  p o i n t s .  T h e s e  d o u b l e  p o i n t s  a r e  o f  i n t e r e s t  
a s  c r i t i c a l  p o i n t s  o f  t h e  c u r v e s :  
F  ( x ,  y )  
2  ( 2  2 )  
w
E B
( (  x
R
. 6 .  +  Y R . 6 .  
+  
2 G M E B  
+  - [ - - - - : : : . 2 - - 2 - J - 1. - . / ' " " ' 2  
( x R . 6 .  - X
R E B
)  +  y  R . 6 .  
2 G M ( [  
- - - - - - = - - - - - - . I ' T /  n - 2  - C  =  0  
[ (  x
R
. 6 .  - X R ( [ ) 2  +  y~.6.J 
( 7 9 )  
T h e  c o n d i t i o n  f o r  a  c r i t i c a l  p o i n t  i s  t h a t  t h e  f i r s t  
d e r i v a t i v e s  o f  E q  ( 7 8 )  w i t h  r e s p e c t  t o  x
R
. 6 .  a n d  
Y R . 6 .  b e  z e r o ,  1 .  e . 1  
G M f f i  ( x  R . 6 .  - x
R f f i
)  
2  _  
w E B ( ( x
R
6 .  
[ ( X R L >  - x R E B j  +  y~L>J m  
G M ( (  ( x R . 6 .  - x R d  
2  2  J m  
[ ( X R . 6 .  - x
R
( [ )  +  y  R . 6 .  
o  
2  G M
E B
Y R . 6 .  
w E B ( ( Y R . 6 .  - 2  3 / 2  
[ ( x R . 6 .  - x R E B )  +  Y R . 6 . J  
G M ( ( Y R . 6 .  
o  
[  
2  2 J m  
( x R . 6 .  - x
R
( ( )  +  Y R 6  
( 8 0 )  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  E q s  ( 8 0 )  a r e  i d e n t i c a l  
t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( E q s  ( 7 1 ) )  w i t h  z R . 6 .  =  0 ,  
a n d  w h i c h  c a n  b e  w r i t t e n :  
2  .  =  1  8 F  ( X R l : > '  YR~ 
x R l : >  - w E 9 « .  y  R l : > " 2 "  a X R l : >  
( 8 1 )  
.  1  8 F  ( X R l : > '  Y R l : >  
Y  R l : >  - 2  w E 9 « .  x R l : >  = " 2 "  8 y  R l : >  
S i n c e  a t  t h e  c r i t i c a l  p o i n t s  
8 F  =  0  8 F  =  0  
a x  R l : >  ' 8 y  R l : >  
a n d  s i n c e  w e  a r e  o n  a  s u r f a c e  o f  z e r o  r e l a t i v e  v e -
l o c i t y _  
[
' 2  ' 2  ] 1 / 2  _  
V  R . 6  =  x R l : >  +  Y  R l : >  =  0  
w e  o b t a i n  f r o m  E q s  ( 8 1  )  
X R l : >  =  0 ,  Y  R l : >  =  O .  
H e n c e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  v e h i c l e  a t  t h e  
c r i t i c a l  p o i n t s  s a t i s f y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  
i t  w i l l  r e m a i n  a t  t h e  c r i t i c a l  p o i n t  u n l e s s  i t ·  i s  
d i s t u r b e d  b y  f o r c e s  f r o m  o u t s i d e  o f  t h e  d y n a m i c a l  
s y s t e m .  W e  p r o c e e d  t o  o b t a i n  t h e  c r i t i c a l  p o i n t s .  
T h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  E q  ( 8 0 )  i s  s a t i s f i e d  b y  Y R l : >  =  0  
a n d  t h e  d o u b l e  p o i n t s  o n  t h e  x
R  
- a x i s  o r  t h e  s t r a i g h t  
l i n e  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m  a r e  g i v e n  b y :  
2  
w E B < . ( x R l : >  
G M
E B  
( x R l : >  - x R E B )  
- 3 / 2  
[ ( x R l : >  - x R E B ) 2 ]  
G M < . (  ( x R l : >  - X
R
< . ( )  
2  3 / 2  
[ ( x R l : >  - x R C c )  ]  
o  
( 8 2 )  
I f ,  a s  i n  R e f .  8 ,  t h e  u n i t s  a r e  n o r m a l i z e d  s u c h  
t h a t  t h e  s u m  M  =  M
E B
+  M ( [  i s  t h e  u n i t  o f  m a s s  
a n d  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  o r  
l u n a r  u n i t  ( L U )  i s  t h e  u n i t  o f  l e n g t h ,  t h e n  t h e  
d o u b l e  p o i n t s  c a n  b e  g i v e n  i n  a  c o n v e n i e n t  f o r m .  
L e t  t h e  d o u b l e  p o i n t s  o n  t h e  x
R  
- a x i s  b e  d e n o t e d  
b y  x
R i
'  x
R M  
a n d  x
R e  
w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  C
2
,  
C
4  
a n d  C
6
, r e s p e c t i v e l y .  T h e n  f r o m  M o u l t o n  
( R e f .  8 ,  p a g e s  2 9 2 - . 2 9 3 ) ,  f o r  M < . ( s m a l l  c o m p a r e d  
t o  M E B  a n d  h e n c e  s m a l l  v ,  t h e  t h r e e  s t r a i g h t  l i n e  
s o l u t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  e x p r e s s i n g  t h e m  a s  
p o w e r  s e r i e s  i n  v
1
/
3  
a n d  d e t e r m i n i n g  t h e  
c o e f f i c i e n t s .  T h e  r e s u l t  i s :  
1 / 3  2 / 3  
X
R i  
- x R < . (  
=  ( 1 )  
i  C D  
i  ( 1 )  +  . . .  
1 / 3  
x
R M
- x R « .  =  ( i )  +  i  
G)  
2 / 3  
~ ( i )  +  . . .  
_  7  v  _  ( 7 ) 2  3  
2  1 2  2 3  - 4  v  +  . . .  
1 2  
X R e  - x R < . (  
( 8 3 )  
I I I - 2 0  
M  
i n  L U ,  a n d  w h e r e  v  =  - J - =  0 . 0 1 2 1 4 2 2 6 .  
S i n c e  x
R
( [  =  ( 1  - v )  L U ,  t h e  d o u b l e  p o i n t s  i n  
t e r m s  o f  d i s t a n c e s  a l o n g  t h e  x
R  
- a x i s  a r e :  
X
R i  
=  0 . 8 3 7 4 1  L U  
X
R M  
1 . 1 5 5 2 4  L U  
X R e  
1 .  0 0 5 0 6  L U  
F o r  t h i s  f o r c e  m o d e l  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  
( s e e  C h a p t e r  I V ,  S e c t i o n  B ) ,  a  c o n s i s t e n t  v a l u e  
i s  1  L U  =  3 8 4 ,  7 4 7 . 2  k I n .  H e n c e ,  i n  M K S  u n i t s  
X
R i  
3 2 2 , 1 9 0  k I n  
X
R M  
4 4 4 , 4 8 0  k m  
X R e  
- 3 8 6 , 6 9 0  k I n  
S u b s t i t u t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n t o  E q  ( 7 8 )  w i t h  y  R l : >  ' "  0 ,  
C
2
,  C
4  
a n d  C
6  
c a n  b e  f o u n d .  T h e s e  v a l u e s  a r e :  
C
2  
" 3 . 3 4 3 6 7  ( k I n ) 2  
s e c  
C
4  
3 . 3 2 2 6 2 1  ( k m ) 2  
s e c  
C
6  
" 3 . 1 5 8 9 5  ( k I n ) 2  
s e c  
F r o m  E q  ( 8 0 ) ,  t h e  d o u b l e  p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
C
8  
a r e  f o u n d  t o  b e  e q u i d i s t a n t  f r o m  t h e  e a r t h  a n d  
m o o n ,  a n d  f o r m  a n  e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  w i t h  t h e s e  
t w o  a n d  w i t h  c o o r d i n a t e s  
X
R S  
1 8 7 , 7 0 2  k m  
Y R S  =  ± 3 3 3 ,  2 0 1  k m  
T h e  v a l u e  o f  C
8  
f r o m  t h i s  e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  s o l u -
t i o n  i s :  
C
8  
"  3 . 1 3 3 6 5  ( - k m  \  2  
s e c !  .  
T h e s e  v a l u e s  o f  C
2
,  C
4
,  C
6  
a n d  C
8  
c a n  b e  m a d e  
m o r e  m e a n i n g f u l  i f  t h e  v e l o c i t y  o f  a  v e h i c l e  n e a r  
t h e  e a r t h  i s  c a l c u l a t e d  u s i n g  t h e s e  v a l u e s .  F o r  
t h e  c a l c u l a t i o n s ,  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  v e h i c l e  w i l l  
b e  c h o s e n  a s  1 0 0  k m  a n d  1 0 0 0  k m  f r o m  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  e a r t h  o n  t h e  x  R  - a x i s  b o t h  a d j a c e n t  a n d  o p p o -
s i t e  t o  t h e  m o o n .  I f  t h e  e q u a t o r i a l  r a d i u s  o f  t h e  
e a r t h  ( 6 ,  3 7 8 .  2  k m )  i s  u s e d ,  t h e s e  c o o r d i n a t e s  
a r e :  
X . 6 1  =  1 ,  o u 6 .  5  k m  C a s e  I :  
1 0 0  k I n  a b o v e  
s u r f a c e  o f  e a r t h  
a d j a c e n t  t o  m o o n  
- - - .  
X l > .  2  =  2 ,  7 0 6 .  5  k m  
C a s e  I I :  
1 0 0 0  k m  a b o v e  
s u r f a c e  o f  e a r t h  
a d j a c e n t  t o  m o o n  
X 6 3  =  - 1 1 ,  1 4 9 .  9 k m  C a s e  I I I :  
1 0 0  k m  a b o v e  
s u r f a c e  o f  e a r t h  
o p p o s i t e  t o  m o o n  
X
6 4  
- 1 2 , 0 4 9 .  9 k m  C a s e  I V :  1 0 0 0  k m  a b o v e  
s u r f a c e  o f  e a r t h  
o p p o s i t e  t o  m o o n  
T h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  s h o w s  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  
f i v e  d o u b l e  p o i n t s .  
Y R  
l L U  
. ( X
R S
'  Y R S )  
e ' l  '  1 ,  ~I , R m  x  
X
R  
I  x R '  x  
- l L U  I D  1 L U  R  
- l L U  
•  ( x
R S
'  - Y R S )  
T h e  v e l o c i t i e s  a r e  t h e n  f o u n d  f r o m  J a c o b i  r  s  
i n t e g r a l  t o  b e :  
I I  I I I  I V  
C
2  
=  3 . 3 4 3 6 7  
1 0 9 4 2 , 2  1 0 2 3 3 . 3  1 0 9 4 2 . 2  
1 0 2 3 3 . 2  
C
4  
=  3 . 3 2 6 2 1  1 0 9 4 3 . 4  
1 0 2 3 4 . 6  
1 0 9 4 3 . 4  1 0 2 3 4 . 6  
C
6  
=  3 . 1 5 8 9 5  1 0 9 5 1 .  1  
1 0 2 4 2 . 8  1 0 9 5 1 .  1  
1 0 2 4 2 . 8  
C
8  
=  3 . 1 3 3 6 5  
1 0 9 5 2 . 3  1 0 2 4 4 . 1  
1 0 9 5 2 . 3  1 0 2 4 4 .  1  
T h e  m a g n i t u d e  o f  V  R 6  i s  t h e  s a m e  r e g a r d l e s s  
o f  d i r e c t i o n  a l t h o u g h  i t  i s  s e e n  t o  v a r y  f r o m  p o i n t  
t o  p o i n t  ( C a s e s  I  t o  I V  c o r r e s p o n d  t o  d i f f e r e n t  
p o i n t s ) .  F r o m  E q  ( 7 6 ) ,  F i g .  2  a n d  t h e  p r e c e d i n g  
s k e t c h ,  i t  f o l l o w s  t h a t  o n  a  c i r c l e  w i t h  s m a l l  r a d i u s  
a b o u t  t h e  e a r t h ,  t h e  v e l o c i t y  i s  r e l a t i v e l y  i n s e n s i -
t i v e  t o  p o s i t i o n  o n  t h e  c i r c l e .  T h i s  i s  a l s o  e v i d e n t  
f r o m  t h e  t a b l e  b y  c o m p a r i n g  C a s e s  I  a n d  I I  ( a l t i t u d e  
1 0 0  k m ,  r a d i u s  6 4 7 8 . 2  k m  w i t h  p o s i t i o n s  a d j a c e n t  
a n d  o p p o s i t e  t o  t h e  m o o n )  w h e r e  t h e  d i f f e r e n c e  i s  
t o o  s m a l l  t o  d e t e c t .  A c c o r d i n g  t o  E g o r o v  a t  a n  
a l t i t u d e  o f  2 0 0  k m  ( r a d i u s  6 5 7 8 . 2  k m ) ,  t h e  v a r i a -
t i o n s  i n  V  R 6  a r e  o f  o r d e r  l e s s  t h a n  O .  0 1  m /  s e c  
a n d  b y  c o m p a r i n g  C a s e s  I I  a n d  I V  ( a l t i t u d e  1 0 0 0  k m ,  
r a d i u s  7 3 7 8 . 2  k m  w i t h  p o s i t i o n s  a d j a c e n t  a n d  o p p o -
s i t e  t o  t h e  m o o n ) ,  t h e  v a r i a t i o n s  a r e  o f  o r d e r  
0 . 1  m /  s e c .  T h e  r a d i u s  o f  t h e  c i r c l e  a r o u n d  t h e  
e a r t h  h a s  a  v e r y  p r o n o u n c e d  e f f e c t  o n  t h e  r e q u i r e d  
I I I - 2 1  
V  R 6 '  A  c h a n g e  i n  a l t i t u d e  f r o m  1 0 0  t o  1 0 0 0  k m  
l o w e r s  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c r i t i c a l  V  R 6  I  s  b y  7 0 9  
m /  s e c ,  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  m i n i m u m  r e q u i r e d  i n -
j e c t i o n  v e l o c i t y  f o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  i s  q u i t e  
s e n s i t i v e  t o  t h e  i n j e c t i o n  a l t i t u d e .  
T h e  t a b l e  a l s o  r e v e a l s  t h a t  t h e  v e l o c i t i e s  c o r -
r e s p o n d i n g  t o  C
4  
a r e  l o w e r  t h a n  t h o s e  c o r r e s p o n d -
i n g  t o  C
s
;  t h e r e f o r e ,  i t  i s  e a s i e r  t o  e s c a p e  f r o m  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h  b y  p r o j e c t i n g  t o w a r d  t h e  
m o o n  t h a n  i t  i s  b y  p r o j e c t i n g  a w a y  f r o m  t h e  m o o n .  
T h e  l a r g e  q u a l i t a t i v e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  
C  =  C
2  
a n d  C  =  C
4
,  a s  w e l l  a s  t h e  C  =  C
s  
a n d  
C  =  C
8  
c o n t o u r s  o f  F i g .  2 ,  s h o u l d  b e  c o m p a r e d  
w i t h  t h e  s m a l l  d i f f e r e n c e s  i n  p r o j e c t i o n  v e l o c i t i e s ,  
i n d i c a t i n g  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  t o  
i n i t i a l  v e l o c i t i e s .  
T h e  v e l o c i t i e s  V
R 6  
g i v e n  i n  t a b l e  a r e  m e a -
s u r e d  i n  t h e  r o t a t i n g  x R y  R  Z  R  c o o r d i n a t e  s y s -
t e r n  a n d  a r e  d e f i n e d  a s  
2  .  2  '  2  '  2  
V
R 6  
=  x
R 6  
+  Y R 6  +  z R 6  
( 8 4 )  
w h i l e  v e l o c i t i e s  i n  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  a r e  u s u a l l y  
g i v e n  i n  t h e  e a r t h - c e n t e r e d  x e
Y  
e
Z  
e  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  d e f i n e d  a s  
2  .  2  '  2  '  2  
V e 6  = x e 6  +  Y e 6  +  z e 6  
( 8 5 )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  b e t w e e n  t h e  v e l o c i t y  c o m -
p o n e n t s  i s  
{
x e j  { X R . i "  w E J ) [  Y R 6  }  
: : :  =  [T  (  i l ?  +  w E J ) [  t 8  :R~ w E J ) [  ( x R t  r E 9 [  v )  
R 6  ( 8 6 )  
w h e r e  [ T  ( i l ?  +  w E J ) [  t ) ]  i s  g i v e n  b y  E q  ( 4 7 ) .  
E q u a t i o n s  ( 8 4 )  t o  ( 8 6 )  s h o w  t h a t  V e  6  d e p e n d s  o n  
V  R 6 '  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  v e h i c l e ,  a s  w e l l  a s  t h e  
d i r e c t i o n  o f  V  R 6  .  S i n c e  t h e  m a g n i t u d e  o f  e a c h  
V  R 6  i n  t h e  p r e v i o u s  t a b l e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  d i -
r e c t i o n  t o  e a c h  s u c h  v a l u e  o f  V  R 6 '  t h e r e  w o u l d  
c o r r e s p o n d  a  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  V e 6  .  
c .  S t a b i l i t y  o f  t h e  d o u b l e  p o i n t s  
T h e  f i v e  d o u b l e  p o i n t s  g i v e n  h e r e  a r e  s p e c i a l  
s o l u t i o n s  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a n d  a r e  
a n a l o g o u s  t o  t h e  s p e c i a l  s o l u t i ' o n s  o f  t h e  t h r e e -
b o d y  p r o b l e m  ( s e e  S e c t i o n  B - l ) .  T h e  q u e s t i o n  
o f  s t a b i l i t y  o f  t h e s e  f i v e  p o i n t s  i s  o f  i m p o r t a n c e ;  
i .  e "  w i l l  t h e  v e h i c l e  s t a y  n e a r  t h e  p o i n t  i f  
g i v e n  a  s m a l l  d i s p l a c e m e n t  a n d  v e l o c i t y  ( s t a b l e  
s o l u t i o n )  o r  w i l l  i t  r a p i d l y  d e p a r t  f r o m  t h a t  p o i n t  
( u n s t a b l e  s o l u t i o n ) ?  T h e s e  s m a l l  d i s p l a c e m e n t s  
a n d  v e l o c i t i e s  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  d u e  t o  s m a l l  
f o r c e s  n e g l e c t e d  i n  t h e  p r e s e n t  m o d e l ,  w h i c h  
I  
m e a n s  t h a t  t h e  s p a c e  v e h i c l e  w i l l  a c t u a l l y  r e m a i n  
n e a r  t h e  s t a b l e  d o u b l e  p o i n t s  b u t  d e p a r t  r a p i d l y  
f r o m  t h e  u n s t a b l e  o n e s .  I t  c a n  b e  s h o w n  ( R e f .  8 ,  
p p  2 9 9  t o  3 0 5  a n d  R e f .  1 1 ,  p p  7 - 2 5  t o  7 - 2 8 )  t h a t  
t h e  s t r a i g h t - l i n e  s o l u t i o n s  a r e  u n s t a b l e ,  w h i l e  t h e  
e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  s o l u t i o n s  a r e  s t a b l e .  
E q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  o b -
s e r v e d  i n  t h e  s o l a r  s y s t e m .  W i t h  t h e  S u n  a n d  
J u p i t e r  c o n s i d e r e d  a s  t h e  m a s s i v e  b o d i e s ,  a s t e r -
0 i d s  h a v e  b e e n  d i s c o v e r e d  a t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  
e q u i l a t e r a l  p o i n t  a n d  w i t h  a  m e a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  
e q u a l  t o  t h a t  o f  J u p i t e r  ( R e f .  1 2 ;  p  2 4 3 ) .  B u c h h e i m  
( R e f .  1 1 )  h a s  p r o p o s e d  t o  e s t a b l i s h  s a t e l l i t e s  a t  
t h e  e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e  p o i n t s  o f  t h e  e a r t h  - m o o n  
s y s t e m  w h i c h  c o u l d  s e r v e  a s  s p a c e  b u o y s .  
I t  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  b y  M o u l t o n  ( R e f .  8 )  t h a t  
t h e  p h e n o m e n o n  o f  g e g e n s c h e i n ,  a  h a z y  p a t c h  o f  
l i g h t  o p p o s i t e  t o  t h e  s u n ,  i s  c a u s e d  b y  m e t e o r s  t e m -
p o r a r i l y  t r a p p e d  i n  u n s t a b l e  p e r i o d i c  o r b i t s  a r o u n d  
t h e  s t r a i g h t - l i n e  p o i n t  o p p o s i t e  t o  t h e  s u n  i n  t h e  
s u n - e a r t h  s y s t e m .  
C .  M O T I O N  O F  T H E  M O O N  
T h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  a n d  i t s  o r i e n t a t i o n  i n  
s p a c e  a r e  o f  p a r a m o u n t  i m p o r t a n c e  i n  l u n a r  f l i g h t :  
t h e  p o s i t i o n  i s  i m p o r t a n t  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  r e -
q u i r e d  i n j e c t i o n  c o n d i t i o n s ,  a s  w e l l  a s  t h e  e x a c t  
v a l u e  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  o f  t h e  m o o n  o n  t h e  
v e h i c l e  d u r i n g  f l i g h t ,  a n d  t h e  p o s i t i o n  t o g e t h e r  w i t h  
t h e  p a r t i c u l a r  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  m o o n  a r e  i m p o r t a n t  
f o r  l a n d i n g s  a t  s p e c i f i e d  l u n a r  s i t e s .  F o r  t h e s e  
r e a s o n s ,  t h e  o r b i t  o f  t h e  m o o n  a s s u m e d  i n  t h e  d i s -
c u s s i o n  o f  t h e  t h r e e  - b o d y  a n d  r e s t r i c t e d  t h r e e -
b o d y  p r o b l e m s  i s  n o t  a c c u r a t e  e n o u g h  f o r  p r e c i -
s i o n  t r a j e c t o r i e s ,  a n d  a  c o n s i d e r a t i o n  o f  n e g l e c t e d  
f o r c e s  i n  t h a t  m o d e l  a n d  a  c o m p a r i s o n  w i t h  a s t r o -
n o m i c a l  o b s e r v a t i o n s  o f  t h e  m o o n  i s  n e c e s s a r y .  
I t  h a s  b e e n  o b s e r v e d  t h a t  t h e  m e a n  p e r i o d  o f  t h e  
m o o n  1  s  r o t a t i o n  a b o u t  i t s  a x i s  i s  e q u a l  t o  i t s  
s i d e r e a l  p e r i o d  o f  r e v o l u t i o n  a r o u n d  t h e  e a r t h .  
B e c a u s e  o f  t h i s  f a c t  a n d  s i n c e  l u n a r  v e h i c l e s  o r i g i -
n a t e  a n d  a r e  o b s e r v e d  f r o m  e a r t h ,  i t  i s  a d v a n -
t a g e o u s  t o  d e f i n e  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  m o o n  w i t h  
r e s p e c t  t o  e a r t h .  T h e  m o o n  r o t a t e s  a t  a  v e r y  
n e a r l y  c o n s t a n t  r a t e  a b o u t  i t s  a x i s  w h i l e  i t s  o r b i t a l  
a n g u l a r  v e l o c i t y  v a r i e s  s l i g h t l y  d u e  t o  t h e  e c c e n -
t r i c i t y  o f  t h e  l u n a r  o r b i t .  T h u s ,  d u r i n g  d i f f e r e n t  
o r b i t a l  p o s i t i o n s  o f  t h e  m o o n ,  s o m e  a r e a s  o n  e i t h e r  
s i d e  o f  t h e  m o o n  b e c o m e  v i s i b l e .  S i m i l a r l y ,  t h e  
r o t a t i o n a l  a x i s  o f  t h e  m o o n  i s  i n c l i n e d  b y  a b o u t  
6 . 7 °  t o  t h e  n o r m a l  o f  t h e  m o o n
1  
s  o r b i t a l  p l a n e  a n d  
a r e a s  b e y o n d  t h e  n o r t h  a n d  s o u t h  p o l e s  o f  t h e  m o o n  
b e c o m e  v i s i b l e  f r o m  e a r t h  a t  v a r i o u s  t i m e s .  T h e s e  
a p p a r e n t  s i d e - t o - s i d e  a n d  t i l t i n g  m o v e m e n t s  o f  t h e  
m o o n  w h i c h  o c c u r  p e r i o d i c a l l y ,  a r e  k n o w n  a s  o p -
t i c a l  l i b r a t i o n s .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t -
t r a c t i o n s  o f  t h e  s u n  a n d  p l a n e t s  o n  t h e  t r i a x i a l l y  
e l l i p s o i d a l  f i g u r e  o f  t h e  m o o n  c a u s e  a  s l i g h t  w o b b l e  
o f  t h e  r o t a t i o n a l  a x i s  o f  t h e  m o o n  w h i c h  i s  c a l l e d  
. E h y s i c a l  l i b r a t i o n .  A t  a n y  g i v e n  t i m e ,  l u n a r  l i b r a -
t i o n s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m o o n  1  s  p r e c i s e  
o r b i t a l  m o t i o n ,  i t s  r o t a t i o n a l  r a t e ,  a n d  d y n a m i c a l  
e f f e c t s  o f  i t s  a s y m m e t r i c a l  f i g u r e .  
T h e  f i r s t  p a r t  o f  t h i s  s e c t i o n  d i s c u s s e s  v e r y  
b r i e f l y  t h e  m e t h o d s  u s e d  f o r  c o m p u t i n g  t h e  p o s i -
t i o n  o f  t h e  m o o n ,  t h e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  c o m -
p u t e d  a n d  o b s e r v e d  p o s i t i o n s ,  a n d  t h e  t a b u l a t e d  
l u n a r  e p h e m e r i d e s .  T h e  l a t t e r  p a r t  i s  d e v o t e d  t o  
I I I - 2 2  
a  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  l u n a r  l i b r a t i o n s  a n d  t o  a n  
a p p r o a c h  f o r  d e t e r m i n i n g  l i b r a t i o n s  i n  a  d i g i t a l  
c o m p u t e r  t r a j e c t o r y  p r o g r a m  w h i c h  h a s  s t o r e d  
p o s i t i o n a l  d a t a  o f  t h e  m o o n  i n  g e o c e n t r i c  e q u a -
t o r i a l  c o o r d i n a t e s .  
1 .  L u n a r  T h e o r y  
L u n a r  t h e o r y  i n  c e l e s t i a l  m e c h a n i c s  i s  g e n -
e r a l l y  u n d e r s t o o d  t o  b e  t h e  a n a l y t i c a l  t h e o r y  o f  
t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n .  T h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c -
t i o n  o f  t h e  e a r t h  a n d  s u n ,  a n d  t h e  e a r t h  1  s a n d  
l u n a r  a s p h e r i c i t y ,  a s  w e l l  a s  g r a v i t a t i o n a l  a t -
t r a c t i o n s  o f  t h e  p l a n e t s  a s  t h e y  a f f e c t  t h e  m o -
t i o n  o f  t h e  m o o n  a r e  c o n s i d e r e d .  T h e  m e t h o d s  
e m p l o y e d  i n  v a r i o u s  l u n a r  t h e o r i e s  d i f f e r ,  b u t  
a t  p r e s e n t  t h r e e  m e t h o d s ,  t h o s e  o f  D e l a u n a y ,  
H a n s e n ,  a n d  H i l l - B r o w n ,  a r e  r e f e r r e d  t o  m o s t  
f r e q u e n t l y .  A  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  t h e s e  a n d  
o t h e r  l u n a r  t h e o r i e s  c a n  b e  f o u n d  i n  R e f .  1 3 .  
T h e  b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  l u n a r  t h e o r i e s  g i v e n  
h e r e  f o l l o w s  R e f s .  1 3  a n d  1 4 ,  a s  w e l l  a s  R e f .  2 .  
T h e  d i s c u s s i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  " m a i n  p r o b l e m "  
o f  l u n a r  t h e o r y ,  w h i c h  i s  t h e  t h r e e  - b o d y  p r o b l e m  
o f  a s t r o n o m y  a s  a p p l i e d  t o  f i n d i n g  t h e  m o t i o n  o f  
t h e  s p h e r i c a l  m o o n  u n d e r  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t -
t r a c t i o n  o f  t h e  s p h e r i c a l  e a r t h  a n d  s u n .  
- a .  D e l a u n a y ' s  l u n a r  t h e o r y  
C h o o s e  a n  i n e r t i a l  r i g h t - h a n d e d  C a r t e s i a n  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  
m a s s  o f  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m  e a r t h ,  m o o n ,  s u n  
a n d  a x e s  x ' D  y  ' 0  z O o  L e t  t h e  m a s s  o f  t h e  e a r t h  
b e  M E B  w i t h  p o s i t i o n  x
O E B  
Y O E B  z~EB ' T h e  p o s i -
t i o n  o f  t h e  m o o n  w i t h  m a s s  M  [  i n  t h i s  c o o r d i -
n a t e  s y s t e m  i s  g i v e n  b y  x
O
[ '  Y O [ '  z O [  a n d  t h a t  
o f  t h e  s u n  w i t h  m a s s  M O  b y  x b o '  y  0 0 '  z o O '  
T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  a r e  ( c o m -
p a r e  w i t h  E q s  5 6  a n d  5 7 ) :  
. . ,  1  a u  
x o [  =  M [  B x ( )  
[  
. .  ,  1  a u  
y  = - -
o [  M [  a
y
O
[  
. .  ,  1  a u  
z  = - -
o [  M [  a z
o
[  
w h e r e  
U = G M E B M [ + G M E B M O + G M [ M O  
r  r  r  
O ' E B - >  [  O ' E B - > O  0 , [  - >  0  
( 8 7 )  
( 8 8 )  
i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  ( w o r k  f u n c t i o n )  
w h i c h  i s  t h e  n e g a t i v e  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n -
t i a l  e n e r g y  o f  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m .  
S i n c e  t h e  t h r e e - b o d y  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
( E q  ( 8 7 ) )  c a n n o t  b e  s o l v e d  i n  c l o s e d  f o r m ,  s u c -
c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  m u s t  b e  u s e d  t o  o b t a i n  
s o l u t i o n s  i n  a n a l y t i c a l  f o r m .  
I n  t h e  e a r t h ,  m o o n ,  s u n  c o n f i g u r a t i o n  
r O ,  E B  - > [  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  r O , E B  - > 0  o r  
r
O
,  [ - >  0  w h i l e  M O i s  l a r g e  c o m p a r e d  t o  
M  E B  +  M ( [ ,  a n d  t h e  e a r t h - m o o n  b a r y c e n t e r  a p -
p r o x i m a t e s  u n p e r t u r b e d  m o t i o n  a r o u n d  t h e  s u n  
v e r y  w e l l .  I t  i s ,  t h e r e f o r e ,  h e l p f u l  t o  i n t r o d u c e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  r e l a t i v e  t o  t h e  e a r t h ,  
X
E B
( [  =  x O ( [  - x
O E B  
- I  I  
Y E B ( [  - Y O ( [  - Y O E B  
( 8 9 )  
z E B ( [  =  z O ( [  - z O E B '  
a n d  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s u n  r e l a t i v e  t o  t h e  e a r t h -
m o o n  b a r y c e n t e r ,  
I  
X O  0  =  x
O O  
M E B x O E B + M ( [  x
O
( [  
M E B + M ( [  
I  M E B  y b E B  +  M ( [  y b ( [  
Y O  0  =  y  0 0  - M E B  +  M ( [  
I  M  I  
I  M E B  z O E B  +  ( [  z O E B  
1 J  0  =  Z O O - M E B + M ( [  
( 9 0 )  
T h e  p r e c i s e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  a x e s  n e e d  n o t  
b e  s p e c i f i e d  f o r  t h i s  d i s c u s s i o n ,  b u t ,  f o r  a g r e e -
m e n t  w i t h  p r e v i o u s  n o t a t i o n ,  x E B ( [ '  Y E B ( [ '  z E B ( [  
a r e  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  r e f e r r e d  
t o  t h e  m e a n  e q u a t o r  a n d  e q u i n o x .  A f t e r  m a k i n g  
t h e  n e c e s s a r y  t r a n s f o r m a t i o n s ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  ( E q  ( 8 7 »  b e c o m e  
X E B ( [  
M E B  +  M ( [  
a u  
M E B M ( [  
a  X E B ( [  
M E B + M ( [  
a u  
( 9 1  )  
Y E B ( [  
M E B  M ( [  
a  y  E B ( [  
Z E B ( [  
M E B  +  M ( [  
a u  
M E B M ( [  
a  Z  E B ( [  
I t  r e m a i n s  t o  e x p r e s s  U  i n  t e r m s  o f  t h e  n e w  
.  2  2  2  2  
c o o r d m a t e s .  L e t r E B ( [  =  x E B < r + Y E B ( [  + z E B < r  b e  
t h e  s q u a r e  o f  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  e a r t h  t o  t h e  
2  2  2  2  
m o o n ,  r  E B O  =  x
O O  
+  Y  0 0  +  z O O  b e  t h e  s q u a r e  
o f  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  e a r t h  t o  t h e  s u n  w i t h  
c o m p o n e n t s  i n  t h e  r e s p e c t i v e  c o o r d i n a t e  s y s -
t e m s  ( t h e  e a r t h - m o o n  b a r y c e n t e r  i s  v e r y  c l o s e  
t o  t h e  e a r t h ) ,  a n d  S  t h e  a n g l e  a t  e a r t h  b e t w e e n  
t h e  e a r t h - m o o n  a n d  e a r t h - s u n  l i n e s  ( s e e  f o l l o w -
i n g  s k e t c h ) .  T h e n ,  a s  i n  R e f .  1 4 ,  p a g e  2 7 0 ,  
- 1  - 1  - 1  
r O , E B  . . . .  ( [ ,  r O , E B - , O  a n d  r O , < r  . . . .  0  c a n  b e  e x -
p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  r  E B ( [ '  r  E B O  a n d  L e g e n d r e  
p o l y n o m i a l s  o f  c o s  S ,  P  n  ( c o s  S ) ,  t o  y i e l d  f o r  
t h e  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l :  
I I I - 2 3  
U  =  G  +  - - " , . - - - " ' - - - " ' -
[
M E B M ( [  ( M E B + M  ( [ )  M O  
r
E B
( [  r E B  0  
M  M  M  r 2  
+  E B  ( [  0  E B ( [  P  ( c o s  S )  
M f T \ + M
f f  
~ 2  
Q 7  I . \ .  r E B O  
3  
M E B M ( [  M O ( M E B - M ( [ )  r  E B ( [  
+  2  - - - - : r - - - P
3
( c o s  S )  
( M
E B  
+  M ( [ )  r E B  0  
2  2  
M E B M ( [ M d M E B - M E B M ( [  + M ( [ )  
+  Q  
( M
E B  
+  M ( [ )  
r  4
E B
( [  
- S - P
4  
( c o s  S )  +  . . .  J  
r  E B O  
X  f f J < r  
Z  G l ( !  
o  
1  
I  
1  
I  
I  
1  
1  
I~<l 
I  1  
f f J r  _~ 1  1 - - , - - -
_ _ _ _ _ _  1  _ _  / J I  Y  6 H Z  
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T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  ( E q  
( 9 1 »  c a n  n o w  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
+ M )  _  a R  
G  ( M
E B  
( [  x  ( [  - a  x  E B ( [  
. .  +  3  E B  
x  E B < C  r  E B ( [  
G ( M  E B t M < r )  _  a R  
Y
E B
( [  +  r~<r Y  E B ( [  - a y
E B
( [  
G ( M E B + M ( [ )  
a R  
z E B ( [  +  3  
z E B ( [  =  a  Z  E B < C  
r  E B ( [  
( 9 2 )  
( 9 3 )  
w h e r e ,  i f  w e  s u b s t i t u t e  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s ,  
~ 
2  
G M
O  
r E B < r  1  3  2  
R  =  - - ( - - )  ( - . . .  + . , . .  c o s  S )  
r E B O  r E B O  ' "  ' "  
( 9 4 )  
M E B - M < r  
+  M  + M  
E B  ( [  
(
r
E B
( [ )  
3  
•  
r E B O  
(  
3  5  3  )  
- " 2 "  c o s  S  +  2 "  c o s  S  
2  2  
4  
M  E E l  - M  E E l M  [  +  M  [  
+  2  
( M
E E l  
+  M ( ( )  
(
r  E E l [ )  
r E B  0  
(
3  1 5  2  
" l r  - T  c o s  S  
( 9 4 )  
- ' i  , " , 4 S )  +  J  
G  ( M E B + M  ) M .  
I n  t h i s  e x p r e s s i o n  f o r  R  t h e  t e r m  M  N T  [  0  
E E l  ( (  r E E l O  
h a s  b e e n  o m i t t e d  s i n c e  i t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  x  E 9 ( ( '  
y  E E l ( (  a n d  z  E 9 ( (  .  
T h e  s e c o n d  t e r m  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  t h e  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( E q  ( 9 3 »  i s  d u e  t o  t h e  g r a v i -
t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  m o o n  b y  t h e  e a r t h ,  a n d  
R  i s  t h e  d i s t u r b i n g  f u n c t i o n  w h i c h  i n  t h i s  c a s e  i s  
d u e  t o  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s u n  b y  
t h e  e a r t h .  I f  R  =  0  t h e  i n t e r m e d i a t e  o r b i t ,  o r  
f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  p a t h  o f  t h e  m o o n ,  i s  a n  
e l l i p s e .  
T h e  e x p r e s s i o n  f o r  R  m a y  b e  m o d i f i e d  f u r t h e r  
b y  u s i n g  K e p l e r  I  s  t h i r d  l a w  f o r  t h e  m o t i o n  o f  t h e  
e a r t h - m o o n  b a r y c e n t e r ,  
2  3  
G  ( M
O  
+  M E E l  +  M [ )  =  n O  a
O
'  
( 9 5 )  
w h e r e  n O  a n d  a  0  a r e  t h e  s u n  I  s  m e a n  m o t i o n  a n d  
s e m i m a j o r  a x i s ,  r e s p e c t i v e l y .  I f  w e  i g n o r e  t h e  
m a s s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  c o m p a r e d  t o  t h a t  o f  
t h e  s u n ,  a n d  t h a t  o f  t h e  m o o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
e a r t h ,  t h e n  w e  o b t a i n  a f t e r  s o m e  m a n i p u l a t i o n s :  
2  2  [ ( r
E E l
( ( \  2  (~) 3 
R  =  n O a [  a - ; r : )  r E E l  0  
1  3  2  
( - 2  +  2  c o s  S )  
+  : [  ( r aE E l ( ( )  3  ( r  a
O  
\  4  ( _  ~ c o s  S  +  ~ c o s
3  
S )  
o  [ E E l O }  ( 9 6 )  
(
a  )  2  ( r  )  4  (  a
o
)  5  3  1 5  2  
+  ~ E 9 [  - - ( - " l r - T  c o s  S  
a
O  
a [  r  E E l  0  
3 5  4  ]  
- 8  c o s  S )  +  . . .  
=  R  1  +  R 2  +  R 3  +  .  .  .  
I n  D e l a u n a y  I  s  l u n a r  t h e o r y  t h e  o r b i t  o f  t h e  
e a r t h  a r o u n d  t h e  s u n  i s  a  f i x e d  e l l i p s e  i n  a  f i x e d  
p l a n e .  T h e  e x p r e s s i o n  ( E q  ( 9 6 »  f o r  R  c a n  n o w  
b e  e x p a n d e d  i n  t e r m s  o f  e l l i p t i c  e l e m e n t s  o f  t h e  
m o o n  I  s  a n d  s u n  I  s  o r b i t s .  D e l a u n a y  I  s  s e r i e s  f o r  
R  c o n s i s t s  o f  o n e  c o n s t a n t  a n d  3 2 0  p e r i o d i c  t e r m s  
( R e f .  1 3 ) .  
T h e  m e t h o d  o f  v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r s ,  a l s o  
k n o w n  a s  v a r i a t i o n  o f  e l e m e n t s  a n d  v a r i a t i o n  o f  
a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  i s  u s e d  i n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  
l u n a r  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  
R  =  O .  T h e n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  c o o r d i n a t e s  a n d  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m o o n  a l l o w  t h e  d e t e r -
m i n a t i o n  o f  a  u n i q u e  s e t  o f  s i x  o r b i t a l  e l e m e n t s  
I I I  - 2 4  
f o r  t h e  i n t e r m e d i a t e  o r b i t  o f  t h e  m o o n  w h i c h  a r e  
c o n s t a n t s  o f  t h e  m o t i o n .  I n  a c t u a l  m o t i o n  R I o  
a n d  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s  v a r y  w i t h  t i m e  f o r  t h e  
t r u e  o r b i t .  T h e  r e q u i r e m e n t  o f  t h e  m e t h o d  i s  
t h a t  t h e  c o o r d i n a t e s  a n d  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  e x -
p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  e l e m e n t s  a n d  t i m e  h a v e  
t h e  s a m e  f o r m  f o r  t h e  i n t e r m e d i a t e  ( R  =  0 )  a n d  
t h e  t r u e  ( R  I  0 )  o r b i t .  F o r  t h e  a c t u a l  m o t i o n ,  
o n e  c a n  o b t a i n  s i x  f i r s t - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a -
t i o n s  ( c a l l e d  v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r  e q u a t i o n s )  
w h i c h  g i v e  t h e  t i m e - v a r i a t i o n  o f  t h e  e l e m e n t s  a n d  
a r e  f u l l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
( E q  ( 9 3 » .  T h e  p r o c e d u r e  c a l l s  f o r  i n t e g r a t i o n  
o f  t h e  v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r  e q u a t i o n s  t o  o b t a i n  
t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s  a s  f u n c t i o n s  o f  t i m e  a n d  e x -
p r e s s e d  a s  s u m s  o f  t r i g o n o m e t r i c  s e r i e s .  F i n a l l y  
t h e  c o o r d i n a t e s  a s  w e l l  a s  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  
m a y  b e  o b t a i n e d  a s  f u n c t i o n s  o f  t i m e  b y  a  c o o r d i -
n a t e  t r a n s f o r m a t i o n .  
D e l a u n a y  c h o o s e s  a  s e t  o f  e l e m e n t s  s o  t h a t  
t h e  s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t a k e s  t h e  
c a n o n i c a l  f o r m :  
" -
d L  8 F  d l  8 F  
a t  =  a e - .  a t  =  - m :  
' "  
d G  _  8 F  d g  _ _  8 F  
a t  - B g  ' a t  - a G "  
d H  a F  d h  a F  
a t  =  ( f f i '  d t  =  - a H  
( 9 7 )  
T h e s e  c a n o n i c a l  e l e m e n t s  o r  D e l a u n a y  v a r i a b l e s  
a r e ,  i n  t e r m s  o f  1 - 1  a n d  t h e  e l l i p t i c  e l e m e n t s  g i v e n  
i n  s e c t i o n  A - 3 .  
a n d  
L  =  < M a ) 1 / 2  
G  =  < M a ) 1 / 2  ( 1 - e
2
) 1 / 2  
H
- I  . .  ) 1 / 2 ( 1  2 ) 1 / 2  
- I M a  - e  c o s  
h  =  n  
g  =  w  
£  0  =  j  n  d t  +  1 . ,  t h e  m e a n  a n o m a l y  a t  a n y  
t i m e  
F  
1 - 1 2  
2  +  R  
i s  t h e  H a m i l t o n i a n  o f  t h e  s y s t e m .  
( 9 8 )  
( 9 9 )  
T h e  v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r  e q u a t i o n s  ( E q  ( 9 7 »  
c a n n o t  b e  s o l v e d  i n  c l o s e d  f o r m ,  j u s t  a s  o n e  c a n n o t  
s o l v e  i n  c l o s e d  f o r m  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  
t h e  t h r e e  - b o d y  p r o b l e m ,  a n d  s o m e  a p p r o x i m a t i o n  
p r o c e d u r e  h a s  t o  b e  u s e d .  T h e  c o e f f i c i e n t s  o f  
t h e  d i s t u r b i n g  f u n c t i o n  R  a r e  e x p a n d e d  i n  p o w e r  
s e r i e s  i n  e
f f
,  s i n ; '  i  , e O  a n d  a ( [  ( a n d  n o t  e x -
" "  6  E m  .  a O  
p l i c i t l y  i n  c a n o n i c a l  e l e m e n t s ) ,  w h i l e  t h e  g e n e r a l  
I  
I  
I  
a r g u m e n t  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  a n g l e s  h ,  g ,  I .  r e -
f e r r i n g  t o  t h e  m o o n ' s  o r b i t ,  a n d  t h e  m e a n  
a n o m a l y  o f  t h e  s u n  £ 0 '  D u r i n g  t h e  i n t e g r a t i o n ,  
p o w e r s  o f  ~ a p p e a r  a s  p a r t  o f  t h e  p o w e r  
n ( [  
s e r i e s .  
T h e  p r i n c i p l e  o f  D e l a u n a y '  s  m e t h o d  c o n s i s t s  
o f  i n t r o d u c i n g  a  f o r c e  f u n c t i o n  
2  
- _  J . I .  
F  -~ +  P I  + Q 1  c o s e ,  
2 L  
( 1 0 0 )  
w h e r e  P I  d e n o t e s  t h e  n o n p e r i o d i c  t e r m s  i n  t h e  
e x p a n s i o n  o f  R ,  a n d  Q
l  
c o s  e  i s  o n e  s i n g l e  
p e r i o d i c  t e r m  s e l e c t e d  f r o m  t h e  e x p a n s i o n  o f  R .  
D e l a u n a y  t h e n  i n t e g r a t e d  t h e  c a n o n i c a l  e q u a t i o n s  
b y  u s i n g  F  i n s t e a d  o f  F  b y  a p p l y i n g  a  c a n o n i c a l  
t r a n s f o r m a t i o n  t o  n e w  c a n o n i c a l  v a r i a b l e s  L '  ,  
G ' ,  H ' ,  I . ' ,  g '  a n d  h ' .  T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  i s  
a p p l i e d  t o  F  a n d  t h e  t e r m  Q
1  
c o s  e  h a s  d i s a p -
p e a r e d  f r o m  R .  D e l a u n a y  u s e d  a  s u c c e s s i o n  o f  
c a n o n i c a l  t r a n s f o r m a t i o n s  ( o r  c o n t a c t  t r a n s f o r -
m a t i o n s )  u n t i l  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p e r i o d i c  
s e r i e s  b e c a m e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  t o  b e  n e g l e c t e d .  
B y  u s e  o f  t h i s  m e t h o d  D e l a u n a y  h a s  o b t a i n e d  
a  l i t e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  m a i n  p r o b l e m  o f  l u n a r  
t h e o r y  w h i c h  w a s  p r e s e n t e d  i n  t w o  v o l u m e s .  H i s  
r e s u l t s  m a y  b e  r e a d i l y  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  o t h e r  
e f f e c t s  o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  ( R e f .  1 3 ) .  
T h e  u t i l i z a t i o n  o f  s y s t e m s  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  i n  c a n o n i c a l  f o r m  h a s  t h e  a d v a n t a g e  
t h a t  g e n e r a l  r u l e s  c a n  b e  e s t a b l i s h e d  g o v e r n i n g  
t r a n s f o r m a t i o n s  f r o m  o n e  s e t  o f  v a r i a b l e s  t o  
a n o t h e r ,  w h i c h  i s  h e l p f u l  i f  o n e  c o n s i d e r s  t h e  
l a r g e  n u m b e r  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  r e q u i r e d .  O n e  
d r a w b a c k  t o  D e l a u n a y '  s  m e t h o d  i s  t h e  s l o w  c o n -
n  
v e r g e n c e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  p o w e r s  o f  ~ =  
n ( [  
0 . 0 0 7 4 8  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  m o o n .  C o n v e r g e n c e  i n  
t e r m s  o f  t h e  o t h e r  p a r a m e t e r s  i s  g e n e r a l l y  s a t i s -
f a c t o r y .  
b .  H a n s e n ' s  l u n a r  t h e o r y  
H a n s e n  c o n s i d e r s  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  i n  
i t s  i n s t a n t a n e o u s  o r b i t  p l a n e  a n d  s t a r t s  w i t h  t h e  
v a r i a t i o n  o f  p a r a m e t e r s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
F o r  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s  0 ,  i ,  w,  a ,  e  a n d  1 . 0  
t h e s e  e q u a t i o n s ,  w h i c h  a r e  e q u i v a l e n t  t o  
D e l a u n a y ' s  c a n o n i c a l  e q u a t i o n s  ( E q  ( 9 7 »  ( R e f s .  
3  a n d  1 4 ) ,  b e c o m e  
d n  
a t  
d i  
a t  
1  
2  2
m  
n a  ( l  - e )  s i n  i  
c o t  i  8 R  
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1  
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8 R  
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(  1 0 1 )  
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d w  
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( l  - e )  8 R  
c o t  i  
8 R  
a t  
2  
B e  
2  2  1 / 2  
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n a  e  
n a  ( 1 - e )  
d a  2  8 R  
O f  n a  
n o  
d e  1  - e
2  
8 R  
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n a  e  0  
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- e )  8 R  
2  
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2  
8 R  
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a t  -
n a  a a  - - z - B e  
n a  e  
( 1 0 1 )  
( c o n t i n u e d )  
T h e s e  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  i n  C h a p t e r  
I V  o f  R e f .  3 .  
I n  H a n s e n ' s  m e t h o d ,  t h e  p l a n e  o f  t h e  s u n  
n e e d  n o t  b e  f i x e d ,  a n d  t h e  f i x e d  p l a n e  o f  r e f e r -
e n c e  m a y  b e  c h o s e n  a s  t h e  e c l i p t i c  o f  a  g i v e n  
d a t e  o r  a n y  o t h e r  p l a n e  i n c l i n e d  a t  a  s m a l l  a n -
g l e  t o  t h e  e c l i p t i c .  H o w e v e r ,  t h e  m o t i o n  o f  
t h e  s u n  m u s t  b e  k n o w n .  
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  i n  i t s  
i n s t a n t a n e o u s  o r b i t  p l a n e .  D e f i n e  a n  i n t e r m e d i a t e  
o r b i t  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  m o o n ' s  i n s t a n t a n e o u s  
o r b i t  a n d  o n e  f o c u s " , a t , J : h E t  o r i g i n .  L e t  i t  h a v e  
c o n s t a n t  e l e m e n t s  n ,  a ,  e  a n d  m e a n  a n o m a l y  
~z w h e r e  z  i s  a  v a r i a b l e  w i t h  u n i t s  o f  t i m e .  L e t  
t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  i n t e r m e d i a t e  o r b i t  s a t i s f y  ~2 
; : 3  =  G  ( M E £ )  +  M ( [  )  a n d  l e t  i t s  p e r i g e e  h a v e  a  
f o r w a r d  m o t i o n  n y  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  o r b i t  
w h e r e  y  i s  a n  u n k n o w n  c o n s t a n t  d e p e n d i n g  o n  
t h e  a t t r a c t i o n  o f  t h e  m o o n .  I m p o s e  t h e  a d d i -
t i o n a l  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  I ? , o i n t  o n  t h e  ! p t e r m e d i a t e  
o r b i t  w i t h  t r u e  a n o m a l y  f  a n d  r a d i u s  r  l i e s  o n  
t h e  a c t u a l  r a d i u s  t o  t h e  m o o n .  I f  t h e  t r u e  
r a d i u s  t o  t h e  m o o n  i s  r ,  t h e n  p u t  
r  =  ~ ( 1  +  k ) ,  
( 1 0 2 )  
w h e r e  k  i s  t h e  f r a c t i o n  o f  t h e  l u n a r  r a d i u s  b e -
t w e e n  t h e  i n t e r m e d i a t e  a n d  l u n a r  o r b i t s .  T h e  
m o t i o n  o f  t h e  m o o n  i n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  p l a n e  
o f  t h e  o r b i t  c a n  b e  g i v e n  a s  s o o n  a s  z  a n d  k  a r e  
d e t e r m i n e d  i n  t e r m s  o f  t i m e  a n d  t h e  i n t r o d u c e d  
c o n s t a n t s .  I n  t l t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  k  a n d  z  a  
s i n g l e  f u n c t i o n  W  o f  t h e  v a r i a b l e  e l e m e n t s  i s  
u s e d .  H e n c e ,  i n  H a n s e n ' s  m e t h o d ,  t h e  a n g u l a r  
p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  o r b i t  a r e  a d d e d  
t o  t h e  m e a n  a n o m a l y  o f  t h e  i n t e r m e d i a t e  o r b i t  
a n d  t h e  r a d i a l  p e r t u r b a t i o n s  a r e  e x p r e s s e d  b y  
t h e  r a t i o  o f  t h e  t r u e  a n d  i n t e r m e d i a t e  r a d i u s  
v e c t o r s .  
N e x t  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  l a t i -
t u d e  o f  t h e  m o o n  a b o v e  t h e  f i x e d  r e f e r e n c e  p l a n e  
a r e  o b t a i n e d  b y  c o n S i d e r i n g  t h e  m o t i o n  o f  t h e  
i n s t a n t a n e o u s  o r b i t  p l a n e .  
T h e  m o t i o n  o f  t h e  i n s t a n t a n e o u s  o r b i t  p l a n e  
i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  i n  t h a t  
p l a n e .  F i n a l l y ,  b y  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  c o o r d i -
n a t e s  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  s o m e  v e r y  s m a l l  
c o r r e c t i o n s  h a v e  t o  b e  a d d e d  t o  t h e  t r u e  o r b i t a l  
l o n g i t u d e  i n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  o r b i t  i n  o r d e r  t o  
o b t a i n  t h e  t r u e  o r b i t a l  l o n g i t u d e  ( r l  +  w  +  f )  r e -
f e r  r e d  t o  a  f i x e d  d i r e c t i o n  i n  a  f i x e d  r e f e r e n c e  
p l a n e .  T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  b y  
s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s ,  w i t h  t h e  e x p a n s i o n  
o f  R  i n  t e r m s  o f  e l l i p t i c  e l e m e n t s  a n d  t i m e  b e i n g  
n o w  s o m e w h a t  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  f o r m  u s e d  b y  
D e l a u n a y  s i n c e  t h e  s u n  I  s  o r b i t  i s  n o t  f i x e d .  
T h e  s l o w  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  
n  
p o w e r s  o f  ~ h a s  b e e n  o v e r c o m e  b y  s t a r t i n g  
n ( [  
w i t h  a s s u m e d  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  a l l  p a r a m e t e r s  
e n t e r i n g  i n t o  t h e  t h e o r y  a s  o b t a i n e d  f r o m  o b s e r -
v a t i o n .  I f  t h e  o b s e r v a t i o n s  i m p r o v e ,  t h e n  s m a l l  
c h a n g e s  i n  t h e s e  v a l u e s  h a v e  t o  b e  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t .  T a b l e s  b a s e d  o n  H a n s e n  I  s  l u n a r  t h e o r y  
w e r e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  l u n a r  
e p h e m e r i s  i n  1 8 6 2  ( R e f .  1 4 ) .  
c .  H i l l - B r o w n  l u n a r  t h e o r y  
B o t h  D e l a u n a y  I  s  a n d  H a n s e n ' s  l u n a r  t h e o r i e s  
c o n s i d e r  t h e  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  i n  t h e  o s c u l a t i n g  
p l a n e ,  o r  t h e  p l a n e  w h i c h  a t  e a c h  i n s t a n t  c o n t a i n s  
t h e  o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s ,  t h e  r a d i u s ,  a n d  v e l o c i t y  
v e c t o r s  o f  t h e  m o o n .  T h e  m e t h o d  o f  v a r i a t i o n  o f  
p a r a m e t e r s  i s  t h e n  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  m o t i o n  o f  
t h e  m o o n .  T h e  H i l l - B r o w n  l u n a r  t h e o r y ,  o n  t h e  
o t h e r  h a n d ,  u s e s  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  r e f e r r e d  
t o  a x e s  m o v i n g  w i t h  t h e  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  
o f  t h e  s u n  I  s  m e a n  m o t i o n ,  n O '  A d v a n t a g e s  i n  
u s i n g  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  a r e :  t h e  d e v e l o p -
m e n t  o f  R  i n  t e r m s  o f  e l l i p t i c  e l e m e n t s  i s  u n -
n e c e s s a r y ,  a n d  t h e  p e r t u r b a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  i n  
a  f o r m  m o r e  i m m e d i a t e l y  s u i t a b l e  f o r  e p h e m e r i s  
c a l c u l a t i o n s  ( R e f .  1 4 ) .  
T h e  t h e o r y  b e g i n s  w i t h  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h o s e  
n  
p e r t u r b a t i o n s  t h a t  d e p e n d  o n  ~ w i t h  t h e  f o l l o w -
n ( [  
i n g  s i m p l i f i c a t i o n s  i n  t h e  o r i g i n a l  e q u a t i o n s :  
( 1 )  T h e  d i s t u r b i n g  f u n c t i o n  R  i s  g i v e n  b y  
R 1  o n l y  ( s e e  E q  ( 9 6 »  w h i c h  m e a n s  t h a t  
a ( [  i s  n e g l e c t e d  i n  t h e  s e r i e s  e x p a n -
a O  
s i o n .  
( 2 )  T h e  m o o n  i s  a s s u m e d  t o  m o v e  i n  t h e  
p l a n e  o f  t h e  e c l i p t i c  ( i  e m  =  0 ) .  
( 3 )  T h e  s u n ' s  o r b i t  a b o u t  t h e  e a r t h - m o o n  
b a r y c e n t e r  i s  c i r c u l a r  ( e O  =  0 ,  a
O  
=  
r E £ ) O ) '  
T h e  r e  m a i n i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t h u s  g i v e  a l l  
n  
t e r m s  d e p e n d i n g  o n  ~ a n d  e
f f
,  a n d  t h e  t e r m s  
n ( [  " "  
d e p e n d i n g  o n  e ( [  m a y  b e  e l i m i n a t e d  b y  o b t a i n i n g  
a  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  o f  t h o s e  e q u a t i o n s .  
C h o o s e  a n  e c l i p t i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  
o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h  a s  i n  S e c t i o n  
A  - 1  a n d  t h e  x  e ( [  ,  Y e ( [  a x e s  i n  t h e  f i x e d  p l a n e  o f  
t h e  e c l i p t i c .  B y  a s s u m p t i o n  ( 2 )  a b o v e  z e ( [  = =  O .  
I 1 1 - 2 6  
T h e  r e s u l t s  o f  S e c t i o n  C - 1 a  c a r r y o v e r  d i r e c t l y  
s i n c e  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  a x e s  w a s  n o t  s p e c i -
f i e d  r i g o r o u s l y  i n  t h i s  d e v e l o p m e n t .  W i t h  t h e  
o t h e r  a s s u m p t i o n s  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( E q  
( 9 3 »  b e c o m e ,  b y  u s e  o f  E q  ( 9 6 )  a n d  a  c h a n g e  i n  
n o t a t i o n ,  
X  e < [  
Y e ( [  
w h e r e  
R 1  
2  
r  e  «  
G ( M E f )  +  M « )  
+  3  x e ( [  
r  e «  
a R
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( 1 0 3 )  
}  ( 1 0 4 )  
I n t r o d u c e  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  x
R  
Y R  z R  
r o t a t i n g  w i t h  a n g u l a r  v e l o c i t y  n O  s o  t h a t  t h e  
x
R  
- a x i s  i s  a l w a y s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s u n .  
T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  b e c o m e  
i n  t h i s  c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( c o m p a r e  w i t h  E q s  
( 7 4 )  a n d  ( 7 5 » :  
"  .  a w  
x
R
«  - 2  n O  Y R «  =  h
R
( [  
( 1 0 5 )  
.  a w  
Y R ( [  +  2  n O  x
R
( [  =  a Y R ( [  
w i t h  
G ( M t T \ + M ( [ )  1  2 ( x 2  + y 2
f f
) + R
1  
W  =  q ; >  +  ' 2 '  n O  R ( [  R " "  
E  ( [  ( 1 0 6 )  
I n t r o d u c t i o n  o f  r  E  ( [  c o s  S  =  x
R
( [  i n t o  t h e  e x -
p r e s s i o n  ( E q  ( 1 0 4 »  f o r  R 1  p e r m i t s  u s  t o  w r i t e  
w  
G  ( M E £ )  +  M « )  +  ~ n b  X~([ ' 
r  E  < [  
a n d  y i e l d s  f o r  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n :  
X
R
( [  - 2  n O Y
R
( [  +  
G  ( M  f f i  +  M  ( [  )  
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( 1 0 7 )  
( 1 0 8 )  
T o  o b t a i n  a  s o l u t i o n  t o  E q  ( 1 0 8 )  t h a t  d e p e n d s  
o n  n  0  o n l y ,  c o n s i d e r  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
n ( [  
xR
( [  ( t  = t
o
)  =  c
l  
Y R ( [ { t = t
O
)  =  0  
x R ( [ { t = t
O
)  =  0  
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o
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2  
( l 0 9 )  
t h a t  i s ,  t h e  m o o n  i s  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  s u n  a t  
t  =  t o '  
P o i n c a r e  h a s  s h o w n  t h a t  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
( E q  ( 1 0 9 ) )  y i e l d  i n  t h e  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
a  p e r i o d i c  s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m  
x
R  
( [  =  A O  c o s  ( n ( [  - n O )  ( t  - t o )  +  A l  c o s  3  
{ n ( [  - n o l  ( t  - t o )  +  A 2  c o s  5  ( n ( [  - n o l  
( t  - t o )  +  . .  
Y R ( [  =  B O  s i n  ( n ( [  - n O )  ( t  - t o )  +  B 1  s i n  3  
( n ( [  - n O )  ( t  - t o )  +  B 2  s i n  5  { n  ( [  - n O )  
( t  - t o )  +  . .  
( l l O )  
w h e r e  A i  a n d  B i '  i  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . .  a r e  c o n s t a n t s .  
T h i s  p e r i o d i c  s o l u t i o n  i s  t a k e n  a s  t h e  i n t e r m e d i a t e  
o r b i t  i n  t h e  H i U - B r o w n  l u n a r  t h e o r y .  T h e  i n t e r -
m e d i a t e  o r b i t  a l l o w s  o n e  t o  d e t e r m i n e  t h e  c o e f f i -
n  
c i e n t s  w i t h  a n y  a c c u r a c y  in~, w h i c h  c i r c u m -
n ( [  
v e n t s  t h e  s l o w  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  
n  
t h e  e x p a n s i o n  o f  R  i n  p o w e r s  o f  ~ e n c o u n t e r e d  
n ( [  
i n  D e l a u n a y '  s  l u n a r  t h e o r y  ( R e f .  1 3 ) .  
T h e  f i r s t  s t e p  f o r  s o l v i n g  t h e  m a i n  p r o b l e m  
o f  l u n a r  t h e o r y  c o n s i s t s  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  i n t e r -
m e d i a t e  o r b i t ,  i .  e . ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  A i '  B i  i n  
n  
E q  ( l 1 0 )  i n  t e r m s  o f  t h e  p a r a m e t e r  m  =  ~ 
n ( [  - n O  
f o r  w h i c h  H i l l  a d o p t e d  a  n u m e r i c a l  v a l u e  o f  
m  =  0 . 0 8 0 8 4 8 9 3 3 8 0 8 3 1 2 .  N e x t  t h e  g e n e r a l  
s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  { E q  ( l 0 8 ) )  i s  
o b t a i n e d ,  i .  e . ,  t e r m s  i n  R  w h o s e  c o e f f i c i e n t s  d e -
p e n d  o n  m  a n d  e  ( [  a r e  c o n s i d e r e d .  T h e n  t h e  
s i m p l i f i c a t i o n  e O  =  0 ,  a
O  
=  r E O  i s  l i f t e d  a n d  
t e r m s  i n  R  w h o s e  c o e f f i c i e n t s  d e p e n d  o n  m  a n d  
e O  a r e  c o n s i d e r e d .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  c o n t i n u e d  
b y  c o n S i d e r i n g  t e r m s  i n  R  w h o s e  c o e f f i c i e n t s  d e -
d  
- 1  .  1 .  1 1  d  
p e n  o n  m ,  a
O
;  m ,  s l n ' 2 '  l E m ;  a s  w e  a s  m a n  
c o m b i n a t i o n s  o f  e O '  e ( [ ,  
h i g h e r  p o w e r s  t h e r e o f .  
.  1 .  - 1  d  
S l n ' 2 ' \ m , a
O
a n  
T h e  H i l l - B r o w n  l u n a r  t h e o r y  c o n s i s t s  f i r s t  o f  
t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  
I I I - 2 7  
m o t i o n  o f  t h e  m o o n  f o r  t h e  m a i n  p r o b l e m  o f  
l u n a r  t h e o r y  a s  o u t l i n e d  a b o v e  a n d  s e c o n d l y  o f  
t h e  p e r t u r b a t i o n s  o f  t h i s  s o l u t i o n  d u e  t o  t h e  
d i r e c t  a n d  i n d i r e c t  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  
t h e  p l a n e t s ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  e a r t h  a n d  t r i -
a x i a l i t y  o f  t h e  m o o n .  T h e  o b t a i n e d  c o o r d i n a t e s  
o f  t h e  m o o n  a r e  e x p r e s s e d  a s  e x p l i c i t  f u n c t i o n s  
o f  t i m e .  T h i r d l y ,  B r o w n  ( R e f .  1 5 )  c o m p u t e d  
t a b l e s  d e r i v i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  a l l  p e r i o d i c  t e r m s  
t o  a n  a c c u r a c y  o f  t h e  o r d e r  o f  0  " .  0 0 1  i n  t r u e  
o r b i t a l  l o n g i t u d e  ( n  +  w  +  f ) ,  c e l e s t i a l  l a t i t u d e  
4 >  ,  a n d  0 " . 0 0 0 1  i n  s i n e  p a r a l l a x  ( R e f .  1 6 )  b y  
E  
6  
(
n O )  6  4  
k e e p i n g  t e r m s  o f  t h e  o r d e r  n  ( [  , e  ( [ '  e O '  
3  
s i n
6  
~ i  , (  ~ ) i n  t h e  d i s t u r b i n g  f u n c t i o n  
' "  E m  a O  
R  f o r  t h e  m a i n  p r o b l e  m  i n  t h e  l u n a r  t h e o r y .  
B r o w n ' s  t a b l e s  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  t h e  c a l -
c u l a t i o n  o f  l u n a r  e p h e m e r i d e s  f r o m  1 9 2 3  t o  
1 9 5 9 .  H o w e v e r ,  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  p o s i t i o n  
o f  t h e  m o o n  t o  t h e  d e s i r y d  p r e c i s i o n  o f  O s .  0 0 1  
i n  r i g h t  a s c e n s i o n  a n d  0  ' .  O l i n  d e c l i n a t i o n ,  t h e  
l u n a r  e p h e m e r i s  s i n c e  1 9 6 0  i s  b a s e d  o n  v a l u e s  
o f  t r u e  o r b i t a l  l o n g i t u d e ,  c e l e s t i a l  l a t i t u d e  a n d  
h o r i z o n t a l  p a r a l l a x  c a l c u l a t e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  
t r i g o n o m e t r i c  s e r i e s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  H i l l -
B r o w n  t h e o r y ,  n o t  B r o w n ' s  t a b l e s .  I t  h a s  b e e n  
s h o w n  i n  R e f .  1 6 ,  p a g e s  3 6 4  t h r o u g h  4 1 7 ,  t h a t  
t h e r e  e x i s t  d i s c r e p a n c i e s  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  
t h e  m o o n ' s  p o s i t i o n  f r o m  t h e  t h e o r y  a n d  f r o m  
t h e  t a b l e s  w h i c h  a m o u n t  t o  a n  a m p l i t u d e  o f  
a p p r o x i m a t e l y  0 " . 1  i n  l u n a r  t r u e  orbitallon~i­
t u d e ,  0 " .  1 5  i n  l u n a r  c e l e  s t i a l  l a t i t u d e  a n d  0 '  .  0 1  
i n  s i n e  p a r a l l a x .  
A t  p r e s e n t  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  f o r  
e p h e m e r i s  c a l c u l a t i o n s  i s  e x p r e s s e d  i n  t h e  
f o r m  o f  a  t r i g o n o m e t r i c  s e r i e s  a s  g i v e n  i n  t h e  
e x p l a n a t i o n  i n  B r o w n ' s  t a b l e s  ( R e f .  1 5 ) .  E a c h  
a r g u m e n t  i s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t i m e  w i t h  s m a l l  
s e c u l a r  a n d  p e r i o d i c  a d d i t i o n s  d u e  t o  t h e  p l a -
n e t a r y  a t t r a c t i o n s .  E a c h  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  
s e r i e s  i s  a  c o n s t a n t  f o r  t h e  m a i n  p r o b l e m  o f  
l u n a r  t h e o r y  w i t h  s m a l l  s e c u l a r  a n d  p e r i o d i c  
a d d i t i o n s  d u e  t o  t h e  a t t r a c t i o n s  o f  t h e  p l a n e t s .  
C o n s i d e r  o n l y  t h e  m a i n  p r o b l e m  o f  l u n a r  
t h e o r y .  E a c h  a r g u m e n t  i n  t h e  s e r i e s  e x p r e s s i o n  
i s  i n  t u r n  a  f u n c t i o n  o f  f o u r  f u n d a m e n t a l  a r g u -
ments~' 
= ( [  
,  
- r ,  m e a n  a n o m a l y  o f  t h e  m o o n  
i ' ,  £  ,  g  =  L  - r ,  m e a n  a n o m a l y  o f  t h e  s u n  
o  0  
F  
D  
=  ( [  - n ,  a r g u m e n t  o f  l u n a r  p e r i g e e  
p l u s  m e a n  a n o m a l y  o f  t h e  m o o n  
=  ( [  - L ,  m e a n  e l o n g a t i o n  o f  t h e  
m o o n  f r o m  t h e  s u n  
( 1 1 1 )  
* T h e  n o t a t i o n  a d o p t e d  i n  R e f .  1  h a s  b e e n  u s e d  
h e r e ,  w i t h  t h e  a s t r o n o m i c a l  n o t a t i o n  a s  w e l l  
a s  t h e  o n e  u s e d  i n  B r o w n ' s  t a b l e s  i n d i c a t e d .  
c r  ( L )  
=  n  +  w  +  1 .  i s  t h e  m e a n  l o n g i t u d e  o f  t h e  
m o o n ,  m e a s u r e d  i n  t h e  e c l i p t i c  f r o m  
t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e  t o  t h e  m e a n  
a s c e n d i n g  n o d e ,  t h e n  a l o n g  t h e  o r b i t  
L  ( L ' )  
=  ; : : ,  0  +  1 .  0  ( g  )  i s  t h e  m e a n  l o n g i t u d e  
.  .  0  
o f  t h e  s u n ,  m e a s u r e d  f r o m  t h e  m e a n  
e q u i n o x  o f  d a t e  
r '  ( ; : ; )  =  t h e  m e a n  l o n g i t u d e  o f  l u n a r  p e r i g e e ,  
m e a s u r e d  f r o m  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  
d a t e  a l o n g  t h e  e c l i p t i c  t o  t h e  m e a n  
a s c e n d i n g  n o d e ,  t h e n  a l o n g  t h e  o r b i t  
r  ( ; : ;  0 )  =  t h e  m e a n  l o n g i t u d e  o f  s o l a r  p e r i g e e  
.  m e a s u r e d  f r o m  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e  
n  =  t h e  l o n g i t u d e  o f  t h e  m e a n  a s c e n d i n g  
n o d e  o f  t h e  l u n a r  o r b i t  o n  t h e  e c l i p t i c  
m e a s u r e d  f r o m  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  
d a t e  
T h e  a r g u m e n t s  o f  e a c h  p e r i o d i c  t e r m  o f  t h e  
s e r i e s  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  
P  l { 1  +  P 2  g o  +  p  3  F  +  p  4  D  
( 1 1 2 )  
w h e r e  
P i  =  0 ,  ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 ,  . . •  
I f  t h e  a t t r a c t i o n s  o f  t h e  p l a n e t s  a r e  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t ,  t h e n  s e c u l a r  a n d  p e r i o d i c  t e r m s  
a r e  a d d e d  t o  t h e  s o l a r  a r g u m e n t s  a n d  f o r  e a c h  
p l a n e t  a  n e w  a r g u m e n t  a p p e a r s  w h i c h  i s  a  l i n e a r  
f u n c t i o n  o f  t i m e .  E f f e c t s  o f  t h e  s h a p e  o f  t h e  
e a r t h  a n d  m o o n  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  s o l a r  a r g u -
m e n t s .  
T h e  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  t r i g o n o m e t r i c  s e r i e s  
f o r  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  a r e  f u n c t i o n s  o f  f o u r  
o f  t h e  l u n a r  a n d  s o l a r  o r b i t s :  
e ,  e c r  
=  0 . 0 5 4 9 0 0 4 8 9 ,  c o n s t a n t  o f  t h e  e c c e n -
t r i c i t y  o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t  
y  
=  s i n  ~ i e  m  =  0 . 0 4 4 8 8 6 9 6 7 ,  c o n s t a n t  
o f  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  m o o n
l  
s  o r b i t  
e '  , e  =  e c c e n t r i c i t y  o f  t h e  s u n ' s  o r b i t  
a  0 =  3 4 2 2 " .  5 4 0 0 ,  c o n s t a n t  o f  s i n e  p a r a l l a x  
( 1 1 3 )  
n  
T h e  n u m e r i c a l  v a l u e  o f  n  ~ ,  w h i c h  c a n  b e  
o b t a i n e d  v e r y  a c c u r a t e l y  b y  o b s e r v a t i o n ,  i s  
i n t r o d u c e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t h e o r y .  E a c h  
c o e f f i c i e n t  o f  t h e  p e r i o d i c  t e r m s  c o n s i s t s  o f  a  
n u m e r i c a l  f a c t o r  m u l t i p l i e d  b y  t h e  p r i n c i p a l  
c h a r a c t e r i s t i c ,  w h i c h  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  
f o r m  
q l  
e c r  
q 2  
e O  
q 3  
Y  
q 4  
a  
( 1 1 4 )  
w h e r e  q i  =  0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  . . .  T h e  g r a v i t a t i o n a l  
a t t r a c t i o n  o f  t h e  p l a n e t s  i n t r o d u c e s  s e c u l a r  a n d  
p e r i o d i c  t e r m s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  e  , y .  
o  
1 l I - 2 8  
T h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  i s  t i m e  c o u n t e d  
f r o m  t h e  e p o c h  1 9 0 0 ,  J a n u a r y  0 . 5  E T  ( G r e e n ·  
w i c h  m e a n  n o o n )  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
J u l i a n  D a t e  2 4 1 5 0 2 0 .  O .  T h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  
i s  u s u a l l y  g i v e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  i .  e .  ,  
t r u e  o r b i t a l  l o n g i t u d e  ( 0  +  w  +  f ) ,  c e l e s t i a l  
l a t i t u d e  c j >  e '  a n d  h e r i z o n t a l  p a r a l l a x  1 ( c r  ( w h i c h  
i s  a  m e a s u r e  o f  I ( c r ) '  I t s  p o s i t i o n  i n  g e o c e n t r i c  
r e c t a n g u l a r ,  o r  a n y  o t h e r  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
c a n  t h e n  b e  o b t a i n e d  b y  s u i t a b l e  t r a n s f o r m a t i o n s .  
T h e  t r i g o n o m e t r i c  s e r i e s  a s  u s e d  f o r  t h e  
c a l c u l a t i o n  o f  t h e  l u n a r  p o s i t i o n  c o n t a i n s  1 6 2 9  
p e r i o d i c  t e r m s  w h i c h  a r e  t a b u l a t e d  i n  R e f .  1 6 ,  
t o g e t h e r  w i t h  5 0  a d d i t i v e  t e r m s  t o  t h e  f u n d a -
m e n t a l  a r g u m e n t s .  
M o s t  o f  t h e s e  p e r i o d i c  t e r m s  a r e  v e r y  s m a l l  
b u t  s o m e  o f  t h e  p r i n c i p a l  o n e s ,  a l l  d u e  t o  t h e  
d i s t u r b i n g  e f f e c t s  o f  t h e  s u n ,  h a v e  s i z a b l e  
c o e f f i c i e n t s .  T h e  b e t t e r  k n o w n  t e r m s  a r e :  
T h e  v a r i a t i o n  i s  a  p e r i o d i c  p e r t u r b a t i o n  i n  t h e  
m o o n '  5  m e a n  l o n g i t u d e  ( [  w i t h  a  c o e f f i c i e n t  + 3 9 '  
2 9  " .  9  a n d  a  p e r i o d  o f  o n e  - h a l f  m e a n  s y n o d i c  
m o n t h  ( n e w  m o o n  t o  n e w  m o o n ) ,  o r  a p p r o x i -
m a t e l y  1 4 . 8  d a y s .  E v e c t i o n  i s  t h e  l a r g e s t  
p e r i o d i c  p e r t u r b a t i o n  i n  ( [  d u e  t o  p e r i o d i c  
v a r i a t i o n s  i n  t h e  o s c u l a t i n g  e c c e n t r i c i t y  a n d  
l o n g i t u d e  o f  p e r i g e e  t : s  o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t .  I t s  
c o e f f i c i e n t  i s  + 1
0  
1 6 '  2 6 " . 4  a n d  t h e  p e r i o d  
a p p r o x i m a t e l y  3 1 .  8  d a y s .  T h i s  t e r m  w a s  k n o w n  
t o  H i p p a r c h u s  f r o m  o b s e r v a t i o n s  o f  t h e  m o o n .  
T h e  a n n u a l  e q u a t i o n  i s  a n o t h e r  p e r t u r b a t i o n  i n  
( [  w i t h  c o e f f i c i e n t  _ 1 1 '  8 " .  9  a n d  p e r i o d  o f  a n  
a n o m a l i s t i c  y e a r  ( t h e  t i m e  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  
s o l a r  p e r i g e e s  i n  t h e  o r b i t  o f  t h e  s u n  a s  s e e n  
f r o m  e a r t h )  o f  a p p r o x i m a t e l y  3 6 5 . 3  d a y s .  T h i s  
p e r t u r b a t i o n  i s  d u e  p r i m a r i l y  t o  t h e  e c c e n t r i c i t y  
o f  t h e  e a r t h ' s  o r b i t  a r o u n d  t h e  s u n .  T h e  p a r a l -
l a c t i c  i n e q u a l i t y  i s  a  s e c o n d a r y  p e r t u r b a t i o n  i n  
( [  ( i .  e . ,  i t  c o m e s  f r o m  a  t e r m  o f  R
2
)  w i t h  a  
c o e f f i c i e n t  - 2 '  4 " . 8  a n d  p e r i o d  o f  m e a n  s y n o d i c  
m o n t h  ( a p p r o x i m a t e l y  2 9 . 5  d a y s ) .  T h e  p r i n c i p a l  
p e r t u r b a t i o n  i n  l a t i t u d e  h a s  a  c o e f f i c i e n t  o f  + 1 0 '  
2 3 " . 7  a n d  a  p e r i o d  o f  a p p r o x i m a t e l y  3 2 . 3  d a y s .  
d .  T h e o r y  a n d  o b s e r v a t i o n  
F r o m  l u n a r  t h e o r y  o n e  c a n  o b t a i n  t h e  t r u e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e .  
T h i s  l u n a r  p o s i t i o n  g i v e n  b y  t h e o r y  m u s t  b e  
c o m p a r e d  w i t h  o b s e r v a t i o n  a n d  u s u a l l y  s e v e r a l  
c o r r e c t i o n s  a n d  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  h a v e  
t o  b e  a p p l i e d  b e f o r e  t h i s  c o m p a r i s o n  c a n  b e  m a d e  
a c c u r a t e l y .  
T h e  g e o m e t r i c  e p h e m e r i s  i s  a  t a b l e  g i v i n g  
t h e  a c t u a l  o r  t r u e  p o s i t i o n  o f  t h e  b o d y  a t  v a r i o u s  
t i m e s .  H o w e v e r ,  a c t u a l  p o s i t i o n s  c a n n o t  b e  
o b s e r v e d  d i r e c t l y  s i n c e  l i g h t  e m i t t e d  b y  t h e  b o d y  
t a k e s  a  f i n i t e  t i m e  t o  t r a v e l  f r o m  t h e  b o d y  t o  t h e  
o b s e r v e r  ( c o r r e c t i o n  f o r  l i g h t  t i m e ) ,  a n d  d u r i n g  
t h i s  t i m e  t h e  b o d y  a s  w e l l  a s  t h e  o b s e r v e r  h a v e  
b e e n  d i s p l a c e d  f r o m  t h e i r  o r i g i n a l  p o s i t i o n  
( s t e l l a r  a b e r r a t i o n ) .  T h e s e  t w o  c o r r e c t i o n s  a r e  
k n o w n  a s  p l a n e t a r y  a b e r r a t i o n ,  a n d  i f  a p p l i e d  
t o  t h e  o b s e r v e d  o r  a p p a r e n t  p o s i t i o n  o f  t h e  b o d y ,  
t h e y  y i e l d  i t s  t r u e  p o s i t i o n .  A  t a b l e  g i v i n g  t h e  
a p p a r e n t  p o s i t i o n  o f  t h e  b o d y  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  
i s  k n o w n  a s  a n  a p p a r e n t  e p h e m e r i s .  E p h e m e r -
i d e s  o f  t h e  s u n ,  t h e  p r i n c i p a l  p l a n e t s ,  a n d  t h e  
m o o n  a r e  u s u a l l y  a p p a r e n t  e p h e m e r i d e s .  I n  t h e  
c a s e  o f  t h e  m o o n  t h e  e n t i r e  p l a n e t a r y  a b e r r a t i o n  
c o n s i s t s  o f  t h e  c o r r e c t i o n  f o r  l i g h t  t i m e  w h i c h  
a m o u n t s  t o  a p p r o x i m a t e l y  0  " .  7  i n  g e o c e n t r i c  
m e a n  o r b i t a l  l o n g i t u d e  «  w i t h  a  v a r i a t i o n  o f  0  " .  0 5  
d u e  t o  t h e  e c c e n t r i c i t y  o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t  ( R e f .  1 4 ) ,  
a n d  w i l l  b e  n e g l e c t e d  i n  t h i s  m a n u a l .  F o r  o b s e r -
v a t i o n s  o f  t h e  m o o n  f r o m  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  e a r t h ,  
s u c h  a s  m o o n r i s e  a n d  m o o n s e t ,  t h r e e  a d d i t i o n a l  
c o r r e c t i o n s ,  t h e  d i u r n a l  a b e r r a t i o n  d u e  t o  t h e  
e a r t h ' s  r o t a t i o n  w h i c h  i s  a  p a r t  o f  t h e  s t e l l a r  
a b e r r a t i o n ,  t h e  a t m o s p h e r i c  r e f r a c t i o n ,  a n d  a  
p a r a l l a x  c o r r e c t i o n ,  m u s t  b e  a p p l i e d  t o  r e d u c e  
t h e  o b s e r v a t i o n  t o  a n  a p p a r e n t  e p h e m e r i s .  F o r -
m u l a s  f o r  t h e s e  c o r r e c t i o n s  a r e  g i v e n  i n  R e f .  2 .  
F u r t h e r m o r e ,  t h e  f u n d a m e n t a l  r e f e r e n c e  
p l a n e s  i n  c e l e s t i a l  m e c h a n i c s ,  t h e  e c l i p t i c  a n d  
t h e  c e l e s t i a l  o r  e a r t h ' s  e q u a t o r i a l  p l a n e ,  a s  
w e l l  a s  o n e  o f  t h e i r  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  o n  t h e  
' c e l e s t i a l  s p h e r e ,  t h e  v e r n a l  e q u i n o x ,  a r e  i n  
c o n s t a n t  m o t i o n .  H e n c e ,  t h e  g e o c e n t r i c  c o o r -
d i n a t e s  o f  t h e  b o d y  v a r y  d u e  t o  t h i s  m o t i o n .  T h e  
s e c u l a r  t e r m s  o f  t h i s  m o t i o n ,  w h i c h  a r e  i n d e -
p e n d e n t  o f  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n ,  
a r e  t e r m e d  p r e c e s s i o n a l  t e r m s .  T h e r e  a r e  a l s o  
p e r i o d i c  t e r m s  i n  t h i s  m o t i o n  w i t h  a r g u m e n t s  £  ,  
1
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,  F ,  D ,  n  w h i c h  a r e  t e r m e d  n u t a t i o n a l  t e r m s .  
T h e  p r i n c i p a l  t e r m  i n  n u t a t i o n  d e p e n d s  o n  n a n d  
h a s  a n  a m p l i t u d e  o f  9  " .  2 1 0  a n d  a  p e r i o d  o f  1 8 .  6  
y e a r s .  
T h e  t a b u l a t e d  p o s i t i o n s  o f  t h e  s u n ,  m o o n ,  a n d  
p l a n e t s  i n  t h e  e p h e m e r i d e s  a r e  u s u a l l y  a p p a r e n t  
p o s i t i o n s ,  t h a t  i s ,  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  b o d y  a s  
a n  o b s e r v e r  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h  w o u l d  s e e  
t h e m ,  a n d  r e f e r r e d  t o  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  d e -
f i n e d  b y  t h e  i n s t a n t a n e o u s  e q u a t o r ,  e c l i p t i c ,  a n d  
e q u i n o x .  I f  t h e  c o r r e c t i o n s  f o r  p l a n e t a r y  a b e r -
r a t i o n  a r e  a p p l i e d  t o  a p p a r e n t  p o s i t i o n s ,  t r u e  
p o s i t i o n s  a r e  o b t a i n e d .  I f  t h e  p e r i o d i c  e f f e c t s  o f  
n u t a t i o n  a r e  n e g l e c t e d ,  m e a n  p o s i t i o n s  a r e  o b -
t a i n e d ,  w h i c h  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  b o d y  
r e f e r r e d  t o  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  d e f i n e d  b y  t h e  
m e a n  e q u a t o r ,  e c l i p t i c  a n d  e q u i n o x  o f  d a t e .  
S o m e t i m e s  t h e  e f f e c t s  o f  p r e c e s s i o n  a r e  r e m o v e d  
f o r  s o m e  t i m e  i n  o r d e r  t o  p r o v i d e  a  f i x e d  r e f e r -
e n c e  f o r  t h e o r e t i c a l  c a l c u l a t i o n s .  T h e  s e l e c t e d  
e p o c h  i s  u s u a l l y  c h o s e n  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  
y e a r  1 9 5 0 . 0  i n  o r d e r  t h a t  d a t a  f r o m  v a r i o u s  
s o u r c e s  c a n  m o s t  e a s i l y  b e  c o m b i n e d .  I n  R e f .  
1  s o m e  p o s i t i o n s  a r e  r e f e r r e d  t o  t h e  m e a n  
e q u a t o r  a n d  e q u i n o x  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  
y e a r  f o r  w h i c h  t h e  e p h e m e r i d e s  h a v e  b e e n  
p u b l i s h e d .  T r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  t h e  
v a r i o u s  r e f e r e n c e  s y s t e m s  a r e  g i v e n  i n  R e f .  6 .  
e .  A v a i l a b l e  l u n a r  e p h e m e r i d e s  
T h e  p r i n c i p a l  r e f e r e n c e  f o r  l u n a r  e p h e m e r i d e s  
i s  t h e  A m e r i c a n  E  h e m e r i s  a n d  N a u t i c a l  A l m : : m a c  
( R e f .  1  w h i c h  i s  p u b l i s h e d  a n n u a l l y  a b o u t  t w o  
y e a r  s  i n  a d v a n c e .  O n  p a g e  5 1  o f  R e f .  1  t h e  f o l -
l o w i n g  i t e m s  a r e  t a b u l a t e d  f o r  e v e r y  t e n t h  d a y :  
t h e  v a l u e s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  a r g u m e n t s  r ' ,  n ,  
« ,  a n d  D  ( s e e  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h ) ;  i « ,  
t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  m e a n  e q u a t o r  o f  t h e  m o o n  
t o  t h e  t r u e  e q u a t o r  o f  t h e  e a r t h ;  6 . ,  t h e  a n g l e  
a l o n g  t h e  m e a n  e q u a t o r  o f  t h e  m o o n  f r o m  i t s  
I I I - 2 9  
a s c e n d i n g  n o d e  o n  t h e  t r u e  e q u a t o r  o f  t h e  e a r t h  t o  
i t s  a s c e n d i n g  n o d e  o n  t h e  e c l i p t i c  o f  d a t e ;  n  « '  t h e  
r i g h t  a s c e n s i o n  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  m e a n  
l u n a r  e q u a t o r  m e a s u r e d  f r o m  t r u e  e q u i n o x  o f  d a t e .  
T r u e  v e r n a l  
e q u i n o x  
I  
T r u e  
e q u a t o r  
o f  e a r t h  
O n  p a g e s  5 2  t o  6 7 ,  R e f  1  t a b u l a t e s  t h e  f o l l o w i n g  
i t e m s  f o r  e v e r y  h a l f  d a y :  t h e  a p p a r e n t  t r u e  o r b i t a l  
l o n g i t u d e  r e f e r r e d  t o  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e ;  t h e  
a p p a r e n t  c e l e s t i a l  l a t i t u d e  r e f e r r e d  t o  t h e  e c l i p t i c  
o f  d a t e ;  t h e  h o r i z o n t a l  p a r a l l a x ,  t h e  s e m i d i a m e t e r  
a n d  e p h e m e r i s  t r a n s i t  ( t i m e  o f  c r o s s i n g  o f  t h e  
e p h e m e r i d e s  m e r i d i a n  w h i c h  i s  1 . 0 0 2 7 3 8  6 .  T  e a s t  
o f  t h e  G r e e n w i c h  m e ! r i d i a n ) .  I n  R e f .  1 ,  p a g e s  6 8  
t o  1 5 9 ,  t h e  a p p a r e n t  r i g h t  a s c e n s i o n ,  t h e  a p p a r -
e n t  d e c l i n a t i o n  r e f e r r e d  t o  t r u e  e q u a t o r  a n d  e q u i -
n o x  o f  d a t e ,  t o g e t h e r  w i t h  d i f f e r e n c e s  f o r  i n t e r -
p o l a t i o n  a n d  f u l l y  c o r r e c t e d  f o r  p l a n e t a r y  a b e r r a -
t i o n ,  a r e  t a b u l a t e d  t o  t h e  n e a r e  s t  O s .  0 0 1  a n d  0 " .  0  1 ,  
r e s p e c t i v e l y  f o r  e a c h  h o u r  o f  e p h e m e r i s  t i m e  
( p a g e s  6 8  t h r o u g h  1 5 9 ) .  T h i s  a c c u r a c y  h a s  b e e n  
r e c o m m e n d e d  f o r  n a t i o n a l  e p h e m e r i d e s  b y  a  r e s o l u -
t i o n  o f  t h e  I n t e r n a t i o n a l  A s t r o n o m i c a l  U n i o n  i n  
1 9 5 2  a n d  h a s  b e e n  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  l u n a r  e p h e m -
e r i s  f r o m  1 9 6 0  o n .  T h e  p h a s e s  o f  t h e  m o o n  a n d  
l u n a r  p e r i g e e  a n d  a p o g e e  h a v e  a l s o  b e e n  t a b u l a t e d  
o n  p a g e  1 5 9 .  
T h e  e p h e m e r i d e s  f o r  p h y s i c a l  o b s e r v a t i o n s  o f  
t h e  m o o n  a r e  b a s e d  o n  t h e  a p p a r e n t  c o o r d i n a t e s  
g i v e n  i n  t h e  f u n d a m e n t a l  e p h e m e r i d e s  d e s c r i b e d  
a b o v e  a n d  t a b u l a t e d  t o  a  l e s s e r  d e g r e e  o f  a c c u r a c y ,  
u s u a l l y  t o  0 . 0 1 ° .  
T h e  a g e ,  o r  n u m b e r  o f  d a y s  s i n c e  t h e  p r e v i o u s  
n e w  m o o n ,  a n d  t h e  f r a c t i o n  o f  t h e  i l l u m i n a t e d  
d i s k ,  t h e  e a r t h ' s  a n d  s u n ' s  s e l e n o g r a p h i c  c o o r -
d i n a t e s '  t h e  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s ,  a n d  t h e  p o s i t i o n  
a n g l e s  o f  t h e  a x i s  a n d  b r i g h t  l i m b ,  t a b u l a t e d  
f o r  O h  U n i v e r s a l  T i m e  ( U T )  o f  e a c h  d a y ,  a r e  
g i v e n  i n  R e f .  1 ,  p a g e s  3 1 0  t h r o u g h  3 1 7 .  T h e  
e a r t h ' s  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  a r e  t h e  s u m  
o f  t h e  o p t i c a l  a n d  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  o f  t h e  m o o n .  
T h e y  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  o n  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  w h e r e  t h e  m o o n - e a r t h  l i n e  i n t e r s e c t s  
i t ,  a n d  a r e  g i v e n  i n  t h e  c u s t o m a r y  s e l e n o g r a -
p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  A  - 2  
o f  t h i s  C h a p t e r .  T h e  s u n ' s  s e l e n o g r a p h i C  c o -
o r d i n a t e s  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  o f  
~I 
i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  m o o n - s u n  l i n e  w i t h  t h e  l u n a r  
s u r f a c e  a n d  a r e  g i v e n  i n  t e r m s  o f  s e l e n o g r a p h i c  
l a t i t u d e  ( s e e  S e c t i o n  A - 2 )  a n d  c o l o n g i t u d e .  T h e  
s e l e n o g r a p h i c  c o l o n g i t u d e ,  } . . ,  « : '  0 °  <  } . . ,  « :  <  3 6 0 ° ,  
c a n  b e  o b t a i n e d  b y  s u b t r a c t i n g  t h e  s e I e n o g r a p h i c  
l o n g i t u d e ,  0 °  < } . .  <  3 6 0 ° ,  f r o m  9 0 °  o r  4 5 0 ° .  T h e  
s u n ' s  s e l e n o g r a p h i c  c o  l o n g i t u d e  d e t e r m i n e s  t h e  
i l l u m i n a t e d  r e g i o n s  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e  b e c a u s e  
t h e  s u n ' s  s e l e n o g r a p h i c  l a t i t u d e  i s  s m a l l  1  < P  « : 1  
<  2 ° :  a t  n e w  m o o n  } . . ' « : ' : :  2 7 0 ° ,  a t  f i r s t  q u a r t e r  
} . . ' « : ' : :  0 ° ,  a t  f u l l  m o o n  } . . ' « :  ' : :  9 0 ° ,  a n d  a t  l a s t  
q ' . l a r t e r  } . . ' « : =  1 8 0 ° .  T h e  t e r m i n a t o r  i s  d e f i n e d  
a s  t h e  o r t n o g o n a l  p r o j e c t i o n  o f  t h e  g r e a t  c i r c l e  
b o u n d i n g  t h e  i l l u m i n a t e d  ( b y  t h e  s u n )  h e m i s p h e r e  
o f  t h e  m o o n  o n  a  p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  l i n e  
o f  s i g h t  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h  o r  E M L .  
T h e  s e l e n o g r a p h i c  c o l o n g i t u d e  o f  t h e  s u n  c a n  t h u s  
b e  r e g a r d e d  a s  t h e  s e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e  o f  t h e  
m o r n i n g  t e r m i n a t o r .  T h e  s e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e  
o f  t h e  e v e m n g  t e r m m a t o r  d i f f e r s  b y  1 8 0 °  f r o m  
t h a t  o f  t h e  m o r m n g  t e r m m a t o r .  T h e  p o s i t i o n  
a n g l e  o f  t h e  a x i s  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  n o r t h  o n  
t h e  l u n a r  m e r i d i a n  w h i c h  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  
a p p a r e n t  c e n t r a l  p o i n t  o f  t h e  l u n a r  d i s k  a n d  t h e  
d e c l i n a t i o n  c i r c l e  t h r o u g h  t h i s  c e n t r a l  p o i n t ,  
m e a s u r e d  p o s i t i v e  e a s t w a r d  f r o m  t h e  n o r t h  p o i n t  
o f  t h e  d i s k .  T h e  p o s i t i o n  a n g l e  o f  t h e  b r i g h t  l i m b  
i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  n o r t h  o n  t h e  s a m e  l u n a r  
m e r i d i a n  a n d  t h e  m o o n - s u n  l i n e .  B o t h  p o s i t i o n  
a n g l e s  a r e  a n a l o g o u s  t o  t h e  a z i m u t h  o f  t o p o d m t r i c  
c o o r d i n a t e s .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e  s e l e n o g r a p h i c  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  e a r t h ,  t h e  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  
i n  l o n g i t u d e ,  l a t i t u d e ,  a n d  p o s i t i o n  a n g l e  a r e  
t a b u l a t e d  s e p a r a t e l y .  
F o r  l u n a r  m i s s i o n  p l a n n i n g  p u r p o s e s ,  p o s i t i o n s  
o f  t h e  m o o n  a r e  o f t e n  n e e d e d  i n  a d v a n c e  o f  t h e  
p u b l i s h e d  e p h e m e r i d e s .  I n  p r i n c i p l e ,  i t  i s  p o s -
s i b l e  t o  d e t e r m i n e  l u n a r  e p h e m e r i d e s  f r o m  t h e  
H i l l - B r o w n  L u n a r  T h e o r y  f o r  a l l  t i m e .  H o w e v e r ,  
S e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e s  
~Orbital 
~motion 
s o m e  p a r a m e t e r s  s u c h  a s  o r b i t a l  e l e m e n t s  a n d  
t h e  m a s s e s  o f  t h e  p l a n e t s  m u s t  b e  s u p p l i e d  b y  
o b s e r v a t i o n ,  a n d  d u e  t o  o b s e r v a t i o n a l  i n a c c u r a c i e s ,  
t h e  p o s i t i o n  c o m p u t e d  f r o m  t h e o r y  b y  u s e  o f  t h e s e  
o b s e r v e d  p a r a m e t e r s  w i l l  d i f f e r  m o r e  a n d  m o r e  
f r o m  t h e  t r u e  p o s i t i o n  a t  t h e  s a m e  t i m e  t h e  
f a r t h e r  a h e a d  o n e  t r i e s  t o  p r e d i c t .  H o w e v e r ,  t h e  
I I I - 3 0  
p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  c a n  b e  d e t e r m i n e d  w i t h  
e s s e n t i a l l y  e p h e m e r i s  a c c u r a c y  f o r  d e c a d e s  a n d  
t h e  N a u t i c a l  A l m a n a c  O f f i c e  o f  t h e  U n i t e d  S t a t e s  
N a v a l  O b s e r v a t o r y  i s  p r e p a r e d  t o  s u p p l y  
e p h e m e r i d e s  o u t s i d e  o f  t h e  s c o p e  o f  R e f .  1  f o r  
s p e c i a l  p u r p o s e s .  T o  a i d  t h e  l u n a r  m i s s i o n  p l a n -
n e r ,  a  f u t u r e  a d d e n d u m  w i l l  g i v e  t h e  g e o c e n t r i c  
r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  r e f e r r e d  t o  
m e a n  e q u a t o r  a n d  e q u i n o x  o f  d a t e  f o r  t h e  y e a r s  
1 9 6 5  t h r o u g h  1 9 6 9  i n  h a l f - d a y  i n t e r v a l s .  T h e  
c o m p o n e n t s  o f  l u n a r  p o s i t i o n  x
E B
« : '  Y E B « : '  z E B « :  a r e  
g i v e n  i n  u n i t s  o f  e a r t h  r a d i i .  
W o o l s t o n  ( R e f .  1 7 )  g i v e s  a d d i t i o n a l  l u n a r  d a t a  
f o r  t h e  y e a r s  1 9 6 1  t h r o u g h  1 9 7 1  u s e f u l  f o r  t h e  
m i s s i o n  p l a n n e r :  t h e  p h a s e s  o f  t h e  m o o n  a r e  
t a b u l a t e d  t o  w i t h i n  a p p r o x i m a t e l y  o n e  m i n u t e  o f  
t i m e ,  a n d  g r a p h s  g i v i n g  t h e  d e c l i n a t i o n  o f  t h e  
m o o n  w i t h  p h a s e s  i n d i c a t e d  a s  w e l l  a s  i t s  r a d i a l  
d i s t a n c e  a r e  p r e s e n t e d  f o r  a  r a p i d  v i s u a l i z a t i o n  
o f  t r a j e c t o r y  a n d  s o l a r  i l l u m i n a t i o n  d a t a .  F r o m  
t h e  g r a p h s  t h e  d e c l i n a t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  t o  
w i t h i n  a p p r o x i m a t e l y  0 . 5 °  a n d  t h e  r a d i a l  d i s t a n c e  
t o  w i t h i n  6 0 0  k m  f o r  a n y  g i v e n  d a t e .  S o m e  o f  
t h e s e  g r a p h s  a r e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  X l .  
2 .  L i b r a t i o n s  o f  t h e  M o o n  
A n  i m p o r t a n t  f a c t o r  i n  p l a n n i n g  l u n a r  m i s s i o n s ,  
w h e t h e r  t h e y  b e  c i r c u m l u n a r ,  r e c o n n a i s s a n c e ,  
o r  l a n d i n g  f l i g h t s ,  i s  t h e  l i b r a t i o n  o f  t h e  m o o n ,  
o r  i t s  o r i e n t a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  e a r t h .  L i b r a t i o n  
i s  d e f i n e d  a s  t h e "  p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  - e a r t h  l i n e  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  M o o n ' s  M e a n  C e n t e r  p o i n t . "  
T h i s  m e a n  c e n t e r  p o i n t *  i s  t h e  f u n d a m e n t a l  b a s e  
f o r  t h e  m a p p i n g  o f  l u n a r  f e a t u r e s .  T h e  f o l l o w i n g  
s k e t c h  i l l u s t r a t e s  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  m e a n  
c e n t e r  p o i n t  ( M C P )  a n d  h o w  l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e  
a r e  m e a s u r e d  i n  t h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  
M E L  
* D e f i n i t i o n  o f  M C P :  T h e  m e a n  c e n t e r  p o i n t  
i s  t h e  p o i n t  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e  w h e r e  t h e  
s u r f a c e  i s  i n t e r s e c t e d  b y  t h e  r a d i u s  o f  t h e  
m o o n  t h a t  w o u l d  b e  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  e a r t h ' s  
c e n t e r ,  w e r e  t h e  m o o n  t o  b e  a t  t h e  m e a n  
a s c e n d i n g  n o d e  w h e n  t h e  n o d e  c o i n c i d e d  w i t h  
e i t h e r  t h e  m e a n  p e r i g e e  o r  m e a n  a p o g e e .  
I  
s y s t e m .  T h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  i s  p e r -
p e n d i c u l a r  t o  t h e  m o o n ' s  s p i n  a x i s  a n d  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  m o o n ' s  a n g u l a r  v e l o c i t y  w  « :  i s  
p r a c t i c a l l y  c o n s t a n t .  
S e l e n o g r a p h i c  l o n g i t u d e s  a r e  m e a s u r e d  f r o m  
t h e  M C P  ( l o c a t e d  i n  S i n u s  M e d i i - C e n t r a l  B a y )  
p o s i t i v e  i n  t h e  d i r e c t i o n  t o w a r d  M a r e  C r i s i u m  
( S e a  o f  C r i s e s ) .  S e l e n o g r a p h i c  l a t i t u d e s  a r e  
p o s i t i v e  i n  t h e  h e m i s p h e r e  c o n t a i n i n g  M a r e  
S e r e n t a t i s  ( S e a  o f  S e r e n i t y ) .  A l s o  i n  t h e  s k e t c h ,  
t h e  p o s i t i v e  l i b r a t i o n s  i n  l o n g i t u d e  ( + 1 )  a n d  
l a t i t u d e  ( + b )  a r e  s h o w n  i n  t h e  s e l e n o g r a p h i c  s y s -
t e m .  T h e s e  c o o r d i n a t e s  a r e  t h e  s u m  o f  b o t h  t h e  
o p t i c a l  a n d  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  i n  l o n g i t u d e  a n d  
l a t i t u d e ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e r e f o r e  a s  t h e  p o s i t i o n  
o f  t h e  m o o n - e a r t h  l i n e  ( M E L )  c h a n g e s  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  M C P  s o  d o e s  a n y  s p e c i f i c  l u n a r  
f e a t u r e  v a r y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  M E L .  
T h e  c a u s e s  o f  l u n a r  l i b r a t i o n s  a r e  e s s e n t i a l l y  
t w o f o l d :  F i r s t  t h e r e  a r e  t h e  o p t i c a l  l i b r a t i o n s  
w h i c h  a r e  t h e  r e s u l t  o f  t h e  d y n a m i c a l  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t  a b o u t  t h e  e a r t h ,  a n d  s e c o n d l y ,  
t h e  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  w h i c h  a r e  c a u s e d  b y  t h e  
m o t i o n  o f  w  « :  i n  i n e r t i a l  s p a c e  d u e  t o  t h e  s m a l l  
t r i a x i a l i t y  i n  t h e  m o o n ' s  f i g u r e .  
T h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  i s  a  v i e w  o f  t h e  e a r t h -
m o o n  s y s t e m  a s  s e e n  f r o m  a  p o i n t  i n  t h e  e c l i p t i c  
p l a n e .  E f f e c t s  o f  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  o n  I  
( p  <  0 . 0 4 5 ° )  a r e  i g n o r e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  
d e m o n s  t r a t i o n .  
E c l i p t i c  
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O r b i t a l  m o t i o n  1  "  . . . . . . . .  
"  . . . . . . . .  
h a s  a  c o n s t a n t  r o t a t i o n a l  r a t e  w « : a n d  r o t a t e s  
t h r o u g h  a n  a n g l e  8 '  =  ( t
1  
- t o )  w  « : .  B e c a u s e  t h e  
o r b i t a l  m o t i o n  o f  t h e  m o o n  a b o u t  t h e  e a r t h  i s  
e l l i p t i c ,  t h e  c e n t r a l  a n g l e  e  f  8 ' .  T h e  d i f f e r e n c e  
( £  , )  i s  c a l l e d  t h e "  o p t i c a l  l i b r a t i o n  i n  l o n g i t u d e "  
w i t h  a  v a r i a t i o n  f r o m  a p p r o x i m a t e l y  +  8 °  t o  - 8 °  
i n  a  p e r i o d  o f  a p p r o x i m a t e l y  1  l u n a r  m o n t h .  
T h e  m u c h  s m a l l e r  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  ( o r d e r  
o f  0 . 0 4 ° )  a r e  t h e  r e s u l t  o f  r i g i d  b o d y  d y n a m i c s  
- - -
w ( ]  
M o o n  
t L u n a r  
e q u a t o r  
M o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  ( M O P )  
T h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  m e a n  l u n a r  e q u a t o r  t o  
t h e  e c l i p t i c  i s  d e n o t e d  b y  I  a n d  i s  c o n s t a n t  
( 1 .  5 3 5 ° ) .  N o w  a n  o b s e r v e r  a t  t h e  e a r t h ' s  c e n t e r  
w o u l d  n o t e  a  m o r e  e x p o s e d  n o r t h e r n  h e m i s p h e r e  
a t  ( I  +  i  " "  - 6 . 7 ° )  a n d  o n e - h a l f  m o n t h  l a t e r  -
e m  
w o u l d  v i e w  a  m o r e  e x p o s e d  s o u t h e r n  h e m i s p h e r e  
( I  +  i e m  =  + 6 .  7 ° ) .  T h i s  a p p a r e n t  o s c i l l a t i o n  o f  
t h e  m o o n  i s  t e r m e d  t h e  " o p t i c a l  l i b  r a t i o n  i n  
l a t i t u d e "  w i t h  a  v a r i a t i o n  f r o m  a p p r o x i m a t e l y  
+  7 °  t o  _ 7 °  i n  a  p e r i o d  o f  a p p r o x i m a t e l y  1  l u n a r  
m o n t h .  
T h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  i l l u s t r a t e s  t h e  e a r t h -
m o o n  s y s t e m  w h e n  v i  e w e d  f r o m  a b o v e  t h e  
e c l i p t i c .  D u r i n g  t h e  i n t e r v a l  ( t
1  
- t o )  t h e  m o o n  
I I I - 3 1  
a n d  t h e  m o o n ' s  t r i a x i a l  c h a r a c t e r i s t i c s .  T h e s e  
c h a r a c t e r i s t i c s  c a u s e  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m o o n ' s  
s p i n  a x i s  ( j « : )  t o  o s c i l l a t e  i n  i n e r t i a l  s p a c e  a b o u t  
a  " m e a n "  p o s i t i o n .  T h e  p e r i o d s  o f  t h e  p h y s i c a l  
l i b r a t i o n s  i n  l o n g i t u d e  a n d  l a t i t u d e  a r e  a p p r o x i -
m a t e l y  1  y e a r  a n d  6  y e a r s ,  r e s p e c t i v e l y .  I f  t h e s e  
m i n o r  l i b r a t i o n s  a r e  i g n o r e d ,  a n  u n c e r t a i n t y  o f  
1 0 0 0  m  c a n  a r i s e  f o r  a n y  g i v e n  s u r f a c e  c o -
o r d i n a t e s .  T h u s  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  f o r  p r e -
l i m i n a r y  m i s s i o n  p l a n n i n g ,  t h e  p h y s i c a 1 1 i b r a t i o n s  
c a n  b e  d i s r e g a r d e d .  H o w e v e r  t h e y  c a n n o t  b e  
e l i m i n a t e d  f r o m  d e t a i l e d  p l a n n i n g ,  e s p e c i a l l y  f o r  
" l a n d i n g "  t y p e  m i s s i o n s .  T h i s  b e c o m e s  m o r e  
e v i d e n t  w h e n  c o n s i d e r i n g  t h e  f a c t  t h a t  l a n d i n g  
v e h i c l e s  w i t h i n  t h i s  d e c a d e  w i l l  b e  s e v e r e l y  
l i m i t e d  i n  h o v e r i n g  a n d  t r a n s l a t i o n a l  c a p a b i l i t y .  
F u r t h e r m o r e ,  g u i d a n c e  i n a c c u r a c i e s  m a y  d e m a n d  
a  l a r g e  p a r t  o f  t h i s  c a p a b i l i t y .  P h y s i c a l  l i b r a t i o n s  
c a n  b e  c o m p e n s a t e d  f o r  p r i o r  t o  l e a v i n g  e a r t h  o r  
a t  a  l a t e r  t i m e  d u r i n g  f l i g h t  d e p e n d i n g  o n  t h e  
g u i d a n c e  s c h e m e .  F r o m  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n ,  
i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  l i b r a t i o n s  a r e  c o n t i n u a l l y  
c h a n g i n g  i n  m a g n i t u d e .  A l s o ,  t h e  p a t h  t r a c e d  
~
b y  t h e  M E L  a b o u t  t h e  M C P  i s  c o m p l e x .  T h i s  i s  
e v i d e n c e d  i n  F i g .  3 .  I n  t h i s  f i g u r e  t h e  M E t  l o c i  
a r e  s h o w n  f o r  t h e  m o n t h  o f  O c t o b e r  i n  t h e  y e a r s  
1 9 6 6  a n d  1 9 6 7 .  N o t e  t h e  a l m o s t  c o m p l e t e  c h a n g e  
i n  t h e  t r a c e  c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  p a r t i c u l a r l y  t h e  
r a p i d  m o v e m e n t  a c r o s s  t h e  m o o n ' s  e q u a t o r i a l  
p l a n e  ( u p  t o  2 °  j d a y ) .  
T h i s  m o v e m e n t  h a s  c o n s i d e r a b l e  i n f l u e n c e  o n  
t h e  p l a n n i n g  o f  t r a n s l u n a r  a n d  t r a n s e a r t h  t r a -
j e c t o r y  o r i e n t a t i o n s .  E v e n  d u r i n g  a n  e a r t h  l a u n c h  
t i m e  t o l e r a n c e  o f  2  h r ,  a  l a n d i n g  s i t e  c a n  b e  d i s -
p l a c e d  f r o m  a  p l a n n e d  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  t o  t h e  
s i t e  b y  5 0 0 0  m  i f  l i b r a t i o n s  a r e  n o t  a c c o u n t e d  f o r  
d u r i n g  t h i s  t i m e .  A b o r t s  o c c u r r i n g  d u r i n g  a  s t a y  
o n  t h e  m o o n  w i l l  m a r k e d l y  i n f l u e n c e  t h e  e a r t h  
r e t u r n  t r a j e c t o r i e s  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  o r i g i n a l  
f l i g h t  p l a n .  T h u s ,  t h e  l i b r a t i o n s  o f  t h e  m o o n  a d d  
b o t h  p o s i t i o n  a n d  t i m e  c o n s t r a i n t s  t o  t h e  l u n a r  
m i s s i o n .  
M e t h o d s  g i v e n  i n  l i t e r a t u r e  ( R e f s .  2  a n d  6 )  f o r  
d e t e r m i n i n g  l i b r a t i o n s  c a n  b e c o m e  c u m b e r s o m e  
b e c a u s e  i n t e r p l a n e t a r y  d i g i t a l  t r a j e c t o r y  p r o -
g r a m s  d o  a n d  w i l l  m o s t  l i k e l y  u s e  s t o r e d  p o s i t i o n a l  
C e n t e r  o f  e a r t h  
M e a n  e q u i n o x  
o f  d a t e  
Z n  
x n  
Z e  
d a t a  o f  t h e  m o o n  i n  g e o c e n t r i c  r e c t a n g u l a r  c o -
o r d i n a t e s .  T h u s ,  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o a c h  f o r  
S i m u l a t i n g  o r  d e t e r m i n i n g  l i b r a t i o n s  o n  t h e  c o m -
p u t e r  i s  p r a c t i c a l .  T h e  o b j e c t  i s  t o  obta~n 
l i b r a t i o n s  i n  l o n g i t u d e  a n d  l a t i t u d e  b e y o n d  p u b -
l i s h e d  e p h e m e r i s  d a t a  f r o m  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  u s i n g  t r a n s f o r m a t i o n s  
o f  c o o r d i n a t e s  i n  t e r m s  o f  f u n d a m e n t a l  a r g u m e n t s .  
F i r s t ,  t h e  r e f e r e n c e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  
s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h .  T h e  n u m e r i c a l  
v a l u e s  i n  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  
o b t a i n e d  f r o m  R e f .  1 :  
- - ' > . .  
E M L  ( e a r t h  m o o n  l i n e )  h a s  c o m p o n e n t s  
( x { '  y « ,  Z q )  i n  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  
c o o r d i n a t e s  
E  ( m e a n  o b l i q u i t y  o f  t h e  e c l i p t i c )  
2 3 . 4 5 2 2 8 4 "  - 0 . 0 1 3 0 1 2 5 °  T  
- 0 . 1 6 4 °  •  1 0 -
5  
T 2  +  
0 . 0 5 0 3 °  •  1 0  - 5  T 3  
( 1 1 5 )  
T  d e n o t e s  t h e  t i m e  m e a s u r e d  i n  J u l i a n  
c e n t u r i e s  o f  3 6 5 2 5  e p h e m e r i s  d a y s  f r o m  t h e  
e p o c h  ( 1 9 0 0  J a n  0 . 5  E T ) .  S e e  T a b l e  1  f o r  
J u l i a n  d a y  n u m b e r s  f o r  t h e  y e a r s  1 9 5 0  t h r o u g h  
2 0 0 0 .  
w · · · · · · · ,· .·: - . c  . .  Y e  
A s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  m o o n ' s  
m e a n  o r b i t a l  p l a n e  o n  t h e  e c l i p t i c  
I I I - 3 2  
n  ( t h e  l o n g i t u d e  o f  t h e  m e a n  a s c e n d i n g  n o d e  
o f  t h e  l u n a r  o r b i t  o n  t h e  e c l i p t i c ,  m e a s u r e d  
f r o m  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e )  
n  2 5 9 . 1 8 3 2 7 5 °  - 0 . 0 5 2 9 5 3 9 2 2 °  d  
+  0 . 0 0 2 0 7 8 °  T 2  +  0 . 2 ° ·  1 0 -
5
T
3  
( 1 1 6 )  
d  d e n o t e s  t h e  n u m b e r  o f  e p h e m e r i s  d a y s  
f r o m  t h e  e p o c h .  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i x  g i v i n g  E N l t  i n  t h e  
e c l i p t i c  r e f e r e n c e  f r a m e  i s :  
(
X  j  r o s  n  I c o s  E  s i n  n i s i n  E  s i n  l ( X E B ( [ )  
( E M U
o
"  Y : "  - , i n  0  : c n , .  c n ,  0  [ , i n .  c n , O  Y<ll~ 
Z o  0  I - s m  E  I c o s  E  z E B  c r  
( 1 1 7 )  
I n  R e f .  2 ,  o p t i c a l l i b r a t i o n s  a r e  c a l c u l a t e d  
u s i n g  H a y n 1 s  v a l u e  o f  1 .  5 3 5 °  f o r  t h e  i n c l i n a t i o n  
( 1 )  o f  t h e  m e a n  l u n a r  e q u a t o r  t o  t h e  e c l i p t i c .  T h e  
a s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  m e a n  l u n a r  e q u a t o r  o n  t h e  
e c l i p t i c  i s  a t  t h e  d e s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  m e a n  
l u n a r  o r b i t  ( n  - ! :  1 8 0 ° ) .  F r o m  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  
t h e  M E L  r e l a t i v e  t o  t h e  m e a n  e q u a t o r i a l  p l a n e  o f  
t h e  m o o n  c a n  b e  f o u n d .  
m o o n  
-
X e,~ 
Z n  
I  w a  
M e a n  e q u a t o r i a l  
p l a n e  o f  m o o n  
M E L  ( m o o n - e a r t h  l i n e )  - E N I L  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  g i v e n  b y :  
( X ( ( ' j  [ 1  0  
( M E L k  n = \  y  ( (  , n  =  0  c o s  I  
~(L n  0  s i n  I  
- : i n  I J ( : n )  
c o s  I  z n  
Y n  
( 1 1 8 )  
F r o m  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  a n d  t h e  a f o r e -
m e n t i o n e d  d e f i n i t i o n  o f  t h e  M C P  ( t h e  c o n d i t i o n  
t h a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  a p p a r e n t  d i s k  o f  t h e  m o o n  
b e  a t  t h e  m e a n  c e n t e r ) .  t h e  1 i b r a t i o n s  i n  l o n g i t u d e  
a n d  l a t i t u d e  v a n i s h  s i m u l t a n e o u s l y  w h e n  ( [  =  n a n d  
f 3  =  1 8 0 ° .  
I I I - 3 3  
-
+ w c r  
E  •  . - £ , - - - \  
M e a n  l u n a r  e q u a t o r  
T h e  s y m b o l s  l '  a n d  b '  a r e  t h e  o p t i c a l  l i b  r a t i o n s  
i n  l o n g i t u d e  a n d  l a t i t u d e ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  m e a n  
l o n g i t u d e  o f  t h e  m o o n  ( ( ,  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  
s e r i e s  f r o m  R e f .  1 .  
( [  =  2 7 0 . 4 3 4 1 6 4 °  +  1 3 . 1 7 6 3 9 6 5 2 8 6 °  d  
- 0 . 0 0 1 1 3 3 ° T
2
+ 0 . 1 9 .  1 0 -
5
° T
3  
( 1 1 9 )  
a n d  i s  m e a s u r e d  i n  t h e  e c l i p t i c  f r o m  t h e  m e a n  
e q u i n o x  o f  d a t e  t o  t h e  m e a n  a s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  
l u n a r  o r b i t  a n d  t h e n  a l o n g  t h e  o r b i t .  T h e  p r i m e  
m e r i d i a n  r o t a t e s  a t  a  r a t e  (w e c )  w h i c h  i s  e q u a l  t o  
t h e  m e a n  o r b i t a l  m o t i o n  n e c o f  t h e  m o o n .  T h e  
o p t i c a l  l i b r a t i o n  i n  l a t i t u d e  i s  g i v e n  b y :  
- l ( Z e c ,  n  )  
9
0 °  - c o s  ~ I  
b '  I  M E L  
( 1 2 0 )  
- >  
N o w  t h e  v e c t o r  B  i s  f o u n d  b y  t a k i n g  t h e  v e c t o r  
t r i p l e  p r o d u c t  ~ e c ,  n X  ( M E " L  x  £ e c .  n ) '  T~,ere­
f o r e  y "  t h e  a n g l e  m e a s u r e d  f r o m  X c  n  t o  B  i s  
(
B  .  ~ 
y ,  c o s  - 1  e c .  n )  
!  i t !  
o r  
- 1  ( X ( [ ,  n)  
. j J  c o s  - - - : : : : . - -
!  B !  
( 1 2 1 )  
T h u s ,  t h e  o p t i c a l  l i b r a t i o n  i n  l o n g i t u d e  e q u a l s :  
£ '  y ,  - (e c - n )  - 1 8 0 ° .  ( 1 2 2 )  
T h e s e  l i b r a t i o n s  m u s t  b e  a d j u s t e d  t o  a c c o u n t  
f o r  t h e  ' w o b b l e '  m o t i o n  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y  o f  
t h e  l u n a r  n o r t h  p o l e  (~([ ). B e c a u s e  o f  t h i s  
r -
m o t i o n ,  t h e  a c t u a l  i n c l i n a t i o n  a n d  d e s c e n d i n g  n o d e  
o f  t h e  l u n a r  e q u a t o r  o n  t h e  e c l i p t i c  a r e  I  +  p  a n d  
r l  +  c r .  I t  i s  w e l l  t o  n o t e  h e r e  t h a t  t h e  p h y s i c a l  
l i b r a t i o n s  a r e  m a d e  u p  o f  f o r c e d  a n d  f r e e  l i b r a t i o n s .  
F r e e  l i b r a t i o n  o f  t h e  m o o n  d u e  t o  t h e  g y r o s c o p i c  
m o t i o n  h a s  n o t  b e e n  d e t e c t e d  w i t h  c e r t a i n t y  b y  
o b s e r v a t i o n  a n d  i s  n e g l e c t e d .  T h e  a b o v e  e q u a t i o n  
r e p r e s e n t s  t h e  f o r c e d  l i b r a t i o n s  d u e  t o  e x t e r n a l  
t o r q u e s  ( s u n ,  e a r t h ,  p l a n e t s )  o n  t h e  m o o n .  
F r o m  t h e  E x p l a n a t o r y  S u p p l e m e n t ,  R e f .  2 ,  
t h e  p h y s i c a l  l i b r a t i o n s  ( 0 £  a n d  a b )  c a n  b e  f o u n d  
b y  t h e  u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s :  
w h e r e  
5 £  0 . 0 0 3  s i n  ( [  - r , )  - 0 . 0 0 5  s i n  2  ( r ' - n )  
o b  
- 0 . 0 1 6  s i n  g o  +  0 . 0 1 8  O C b ' }  
M + N  s i n  £ '  
( 1 2 3 )  
r  1  ' "  t h e  m e a n  l o n g i t u d e  o f  t h e  l u n a r  
p e r i g e e ,  m e a s u r e d  i n  t h e  e c l i p t i c  
f r o m  t h e  m e a n  e q u i n o x  o f  d a t e  t o  
t h e  m e a n  a s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  l u n a r  
o r b i t ,  a n d  t h e n  a l o n g  t h e  o r b i t  
r  1  3 3 4 . 3 2 9 5 5 6
0  
+  0 . 1 1 1 4 0 4 0 8 0 3
0  
d  
£ 0  
£ 0  
o C  
M  
N  
- 0 . 0 1 0 3 2 5
0  
T 2  - 0 . 1 2
0  
•  1 0 -
4
T
3  
m e a n  a n o m a l y  o f  t h e  s u n  
3 5 8 , 4 7 5 8 3  +  0 . 9 8 5 6 0 2 6 7
0  
d  
_  0 . 0 0 0 1 5
0  
T 2  - 0 . 3
0
•  1 0 -
5
T
3  
M  s i n  £  1  - N  
0 . 0 4
0  
s i n  ( r  1  - r l )  - 0 . 0 0 3
0  
s i n  
( [  - r l )  
0 . 0 2
0  
c o s  ( r  1  - r l )  +  0 . 0 0 3
0  
c o s  
( [  - r l )  
( 1 2 4 )  
(  1 2 5 )  
(  1 2 6 )  
T h e  v a l u e s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  a r g u m e n t s  g i v e n  i n  
E q s  ( 1 1 5 ) ,  ( 1 1 9 ) ,  ( 1 2 4 )  a n d  ( 1 2 5 )  h a v e  b e e n  c a l c u -
l a t e d  f r o m  t h e  H i l l - B r o w n  l u n a r  t h e o r y .  T h e  a c t u a l  
l i b r a t i o n s  a r e  t h e  s u m s  o f  t h e  o p t i c a l  a n d  p h y s i c a l  
l i b r a t i o n s  i n  l o n g i t u d e  a n d  l a t i t u d e ,  r e s p e c t i v e l y  
. £  ( l i b r a t i o n  i n  l o n g i t u d e )  =  £  1  +  6 £  
( 1 2 7 )  
b  ( h b r a t i o n  i n  l a t i t u d e )  =  b  1  +  6 b  
F o r  r e f e r e n c e  a n d  m i s s i o n  p l a n n i n g  p u r p o s e s ,  
a  f u t u r e  a d d e n d u m  w i l l  c o n t a i n  t h e  a c t u a l  l i b r a -
h o n s  i n  o n e - d a y  i n t e r v a l s .  
A s  m e n t i o n e d  i n  S e c t i o n  C - l  a b o v e ,  a  f u t u r e  
a d d e n d u m  w i l l  p r e s e n t  t h e  g e o c e n t r i c  r e c t a n g u l a r  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  r e f e r r e d  t o  t h e  m e a n  
e q u i n o x  o f  d a t e  i n  o n e - h a l f  d a y  i n t e r v a l s .  T h e  
c o m p o n e n t s  ( x E B < C  ' Y E B [  .  z E B ( [ )  a r e  i n  e a r t h  r a d i i  f o r  
I I I - 3 4  
t h e  y e a r s  1 9 6 5  t o  1 9 6 9  a n d  s t o r e d  i n  t h e  i n t e r p l a n e  
t a r y  t r a j e c t o r y  p r o g r a m  ( R e f .  1 8 ) .  A  c o n t i n u o u s  
r e a d o u t  o f  l i b r a t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  c u r v e  
f i t t i n g  t h e  p o s i t i o n a l  d a t a  o f  t h e  m o o n  a n d  u t i l i -
z i n g  t h e  f o r m u l a s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n .  
D .  R E F E R E N C E S  
1 .  " A m e r i c a n  E p h e m e r i s  a n d  N a u t i c a l  A l m a n a c , "  
p u b l i s h e d  a n n u a l l y  b y  t h e  N a u t i c a l  A l m a n a c  
O f f i c e ,  U n i t e d  S t a t e s  N a v a l  O b s e r v a t o r y ,  
W a s h i n g t o n ,  D . C .  ( o b t a i n a b l e  f r o m  t h e  S u p t .  
o f  D o c u m e n t s ,  U . S .  G o v t .  P r i n t i n g  O f f i c e ,  
W a s h i n g t o n  2 5 ,  D . C . )  
2 .  " E x p l a n a t o r y  S u p p l e m e n t  t o  t h e  A s t r o -
n o m i c a l  E p h e m e r i s  a n d  t h e  A m e r i c a n  
E p h e m e r i s  a n d  N a u t i c a l  A l m a n a c , "  H e r  
M a j e s t y ' s  S t a t i o n e r y  O f f i c e ,  L o n d o n ,  1 9 6 1 .  
3 .  " O r b i t a l  F l i g h t  H a n d b o o k , "  M a r t i n  C o m p a n y ,  
S p a c e  S y s t e m s  D i v i s i o n ,  B a l t i m o r e ,  M d . ,  
E R  1 2 6 8 4 ,  1 9 6 3 .  
4 .  K o s k e l a ,  P . ,  " S e l e n o g r a p h i c  C o o r d i n a t e s  
f o r  t h e  A i r  F o r c e  L u n a r  T r a j e c t o r y  P r o -
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T h i s  c h a p t e r  w i l l  a p p l y  t h e  i n t r o d u c t o r y  m a -
t e r i a l  o n  k i n e m a t i c s  a n d  d y n a m i c s  o f  t h e  e a r t h -
m o o n  s y s t e m  f r o m  C h a p t e r  I I I  t o  s p a c e  v e h i c l e  
t r a j e c t o r i e s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e .  T h e  f o r c e  
m o d e l s  a n d  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  w i t h  e m p h a s i s  o n  t h e  
a p p r o x i m a t i o n s  i n t r o d u c e d  a n d  t h e  u s e f u l n e s s  o f  
v a r i o u s  t r a j e c t o r y  p r o g r a m s .  S o m e  t y p i c a l  t r a -
j e c t o r i e s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  w i l l  b e  s k e t c h e d  
a n d  d e s c r i b e d  b r i e f l y  i n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  t h e  
t y p e s  o f  l u n a r  m i s s i o n s  t o  b e  c o n t e m p l a t e d  i n  
s u c c e e d i n g  c h a p t e r s .  
S e c t i o n  A  g i v e s  a  c l a s s i f i c a t i o n  o f  l u n a r  t r a -
j e c t o r i e s ,  a n d  i n t r o d u c e s  t h e  n o m e n c l a t u r e  o f  
l u n a r  t r a j e c t o r i e s  t o  f a c i l i t a t e  t h e i r  v i s u a l i z a t i o n  
w h e n  r e s u l t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  l a t e r  i n  t h e  m a n u a l .  
S e c t i o n  B  d e s c r i b e s  t h e  v a r i o u s  f o r c e  m o d e l s  t h a t  
a r e  u s e d  i n  l u n a r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n ,  i .  e .  :  
( 1 )  t h e  r e s t r i c t e d  t w o - b o d y  t r a j e c t o r i e s  f o r  w h i c h  
a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  a r e  a v a i l a b l e ,  ( 2 )  t h e i r  p a t c h -
i n g  t o  f o r m  a  c o m p l e t e  e a r t h - m o o n  t r a j e c t o r y ,  
( 3 )  r e s t r i c t e d  t h r e e  - b o d y  t r a j e c t o r i e s ,  ( 4 )  n  - b o d y  
t r a j e c t o r i e s  w i t h  e a r t h  o b l a t e n e s s  a n d  t r i a x i a l i t y  
o f  t h e  m o o n  i n c l u d e d ,  a s  w e l l  a s  a  d i s c u s s i o n  o f  
n o n g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  a n d  t h e i r  s i m u l a t i o n  o n  
t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r .  F i n a l l y ,  S e c t i o n  C  g i v e s  
a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  V o i c e  t r a j e c t o r y  c o m p u t a t i o n  
t e c h n i q u e  w h i c h  h a s  b e e n  u s e d  e x t e n s i v e l y  i n  o b -
t a i n i n g  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  i n  t h i s  m a n u a l .  
A .  C L A S S I F I C A T I O N  A N D  N O M E N C L A T U R E  
O F  L U N A R  M I S S I O N S  A N D  T R A J E C T O R I E S  
1 .  G e n e r a l  C o n s i d e r a t i o n s  
T r a j e c t o r y  s t u d i e s  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  
b r o a d  g r o u p s ,  f e a s i b i l i t y  a n d  p r e C i s i o n  t r a j e c -
t o r i e s .  F e a s i b i l i t y  t r a j e c t o r i e s  a r e  u s e d  f o r  
p r e l i m i n a r y  v e h i c l e  p e r f o r m a n c e  s t u d i e s  s u c h  
a s  i n j e c t i o n  r e q u i r e m e n t s ,  m a n e u v e r i n g  r e q u i r e -
m e n t s ,  t o l e r a n c e s  o n  f l i g h t  p a r a m e t e r s ,  g u i d a n c e  
a c c u r a c i e s ,  o b s e r v a t i o n a l  c o n s t r a i n t s .  P r e -
c i s  i o n  t r a j e c t o r i e s ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  a r e  u s e d  
f o r  t h e  d e t a i l e d  p l a n n i n g  o f  a n  a c t u a l  f l i g h t .  I n  
t h i s  l a t t e r  a p p r o a c h  t h e  b e s t  v a l u e s  o f  p a r a m -
e t e r s  i n f l u e n c i n g  t h e  t r a j e c t o r y  m a y  b e  u s e d  t o  
c o m p u t e  a  n o m i n a l  p a t h ,  o r  t o  i n c l u d e  c o r r e c -
t i o n a l  i n f o r m a t i o n ,  b a s e d  o n  o b s e r v a t i o n s  o f  t h e  
v e h i c l e ,  i n  t h e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n  t o  o b t a i n  a  
p a t h  t h a t  i s  f r e q u e n t l y  u p d a t e d  d u r i n g  t h e  f l i g h t .  
I n  t h i s  h a n d b o o k  m o s t  o f  t h e  c o m p u t e d  t r a j e c -
t o r i e s  a r e  o f  t h e  f e a s i b i l i t y  t y p e .  
F o r  t h e  p r e s e n t  q u a l i t a t i v e  d i s c u s s i o n  o f  
l u n a r  t r a j e c t o r i e s  a n d  m i s s i o n s  i t  i s  n o t  n e c e s -
s a r y  t o  c o n s i d e r  a l l  t h e  f o r c e s  t h a t  a c t  o n  t h e  
s p a c e  v e h i c l e ,  b u t  o n l y  t h o s e  w h i c h  d e t e r m i n e  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  
T h e  a s s u m p t i o n s  m a d e  i n  t h i s  s e c t i o n  a r e :  
( 1 )  G r a v i t a t i o n a l  e f f e c t s  o f  t h e  s u n  a n d  
p l a n e t s  o n  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  c a n  b e  
n e g l e c t e d  b e c a u s e  t h e  r e g i o n  w h e r e  
t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  
e a r t h  a n d  m o o n  p r e d o m i n a t e  e x t e n d s  
i n  a l l  d i r e c t i o n s  a b o u t  t h r e e  t i m e s  t h e  
e a r t h - m o o n  d i s t a n c e  f r o m  e a r t h .  
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( 2 )  A t m o s p h e r i c  d r a g  i s  n e g l e c t e d  d u r i n g  
t h e  b r i e f  p o r t i o n  o f  t h e  l u n a r  t r a j e c -
t o r y  i n  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e ,  s i n c e  
t h e  s p a c e  v e h i c l e  r e a c h e s  t h e  r e q u i r e d  
v e l o c i t y  f o r  p a s s a g e  t o  t h e  m o o n  w h i l e  
i t  i s  m o r e  t h a n  1 0 0  k m  a b o v e  t h e  s u r -
f a c e  o f  t h e  e a r t h .  
( 3 )  L u n a r  t r a j e c t o r i e s  a r e  a s s u m e d  b a l -
l i s t i c ,  i .  e . ,  n o  t h r u s t  f o r c e s  a c t  o n  
t h e  v e h i c l e .  L u n a r  m i s s i o n s ,  o n  t h e  
o t h e r  h a n : 1 ,  m a y  i n c l u d e  p h a s e s  w h e n  
l a r g e  t h r u s t  f o r c e s  a l t e r  t h e  s u b s e -
q u e n t  v e h i c l e  t r a j e c t o r y .  L u n a r  m i s -
s i o n s  w i t h  a  c o n t i n u o u s  l o w  t h r u s t  w i l l  
n o t  b e  c o n s i d e r e d  h e r e .  
( 4 )  T h e  e a r t h  a n d  m o o n  a r e  i n  c i r c u l a r  
o r b i t s  a r o u n d  t h e  e a r t h  - m o o n  b a r y -
c e n t e r  ( t h e  s m a l l  e c c e n t r i c i t y  o f  t h e  
l u n a r  o r b i t  c a n  b e  n e g l e c t e d  i n  q u a l i -
t a t i v e  t r a j e c t o r y  d i s c u s s i o n s ) .  
T h e s e  f a c t s  s u g g e s t  t h e  u s e  o f  t h e  r e s t r i c t e d  
t h r e e  - b o d y  p r o b l e m  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I I I  a s  
a  f o r c e  m o d e l  f o r  d i s c u s s i o n  o f  l u n a r  t r a j e c -
t o r i e s .  S o m e t i m e s  a n  e v e n  s i m p l e r  f o r c e  m o d e l  
m a y  d e s c r i b e  t h e  t r a j e c t o r y :  
T w o  - b o d y  e q u a t i o n s  ( e a r t h  - s p a c e  v e h i c l e )  
a r e  u s e d  o n  m o s t  o f  t h e  t r a j e c t o r y  t o  t h e  m o o n ,  
a n d  a t  s o m e  p o i n t  n e a r  t h e  m o o n  a  t r a n s f o r m a t i o n  
t o  s e l e n o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s  i s  p e r f o r m e d  a n d  
t w o - b o d y  e q u a t i o n s  ( m o o n - s p a c e  v e h i c l e )  a r e  
u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  t r a j e c t o r y  n e a r  t h e  m o o n .  
T h i s  l a s t  s i m p l i f i c a t i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  
i n  S e c t i o n s  B - 1  a n d  C  o f  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r .  
A n y  s k e t c h e s  o f  t r a j e c t o r i e s  w i l l  b e  m a d e  
e i t h e r  i n  n o n r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  x e Y e z e  w i t h  
o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h ,  n o n r o t a t i n g  
c o o r d  i n a  t e s  x m y  m  z m  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  m o o n ,  o r  i n  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  x R Y R z R  
w i t h  o r i g i n  a t  t h e  b a r y c e n t e r  a n d  t h e  x
R  
- a x i s  
a l o n g  t h e  e a r t h  - m o o n  l i n e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
m o o n  ( s e e  s k e t c h  o n  p a g e  I V - 2 0 ) .  A  t y p i c a l  l u n a r  
t r a j e c t o r y  i s  p l o t t e d  t o  s c a l e  i n  g e o c e n t r i c  n o n -
r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  i n  F i g .  1  a n d  i n  b a r y c e n t r i c  
r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  i n  F i g .  2  w i t h  t h e  t i m e  f r o m  
i n j e c t i o n  i n d i c a t e d  o n  e a c h  t r a j e c t o r y .  T h e  n o n -
r o t a t i n g  t r a j e c t o r y  s h o w s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  s h a p e  
o f  a  t w o  - b o d y  c o n i c  s e c t i o n  n e a r  t h e  e a r t h ,  a n d  i t  
i s  n o t  u n t i l  t h e  m o o n  i s  a p p r o a c h e d  c l o s e l y  t h a t  
t h e  m o o n ' s  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  m o d i f i e s  t h e  
s h a p e  o f  t h i s  c o n i c  s e c t i o n .  T h e  p a t h  i n  t h e  r o -
t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  a p p r o x i m a t e l y  a s  i t  
w o u l d  a p p e a r  t o  a n  o b s e r v e r  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
m o o n ,  s i n c e  t h e  m o o n ' s  m e a n  o r b i t a l  m o t i o n  i s  
e q u a l  t o  t h e  r o t a t i o n a l  r a t e  a b o u t  i t s  a x i s .  T h e  
q u a l i f i c a t i o n "  a p p r o x i m a t e l y "  i s  i n c l u d e d  b e -
c a u s e  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t r u e  a n d  m e a n  
o r b i t a l  m o t i o n  d u e  t o  e c c e n t r i c i t y  e  c r  a n d  t h e  
s m a l l  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  l u n a r  s p i n  a x i s  t o  i t s  
o r b i t a l  p l a n e  ( b o t h  g i v e n  b y  o p t i c a l  l i b r a t i o n s )  
c a u s e  t h e  l u n a r  o b s e r v e r  t o  s e e  a  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  
t r a j e c t o r y  a s  t h e  x R y  R  c o o r d i n a t e  t r a c e .  
A s  t h e  t i t l e  o f  t h i s  s e c t i o n  i n d i c a t e s ,  l u n a r  
f l i g h t s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  e i t h e r  i n t o  c l a s s e s  Q f  
t r a j e c t o r i e s ,  a s  w a s  d o n e  n o t a b l y  b y  E g o r o v  
( R e f .  1 )  a n d  B u c h h e i m  ( R e f .  2 ) ,  i .  e . ,  t h e  t r a -
j e c t o r i e s  a r e  s u b d i v i d e d  b y  t h e i r  s h a p e  i n  a n  
i n e r t i a l  o r  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  o r  l u n a r  
f l i g h t s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  i n t o  c l a s s e s  o f  m i s s i o n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  p u r p o s e  o f  t h e  f l i g h t .  I n  g e n e r a l ,  
t h e  "m i s s i o n  c l a s s i f i c a t i o n  i s  b r o a d e r  s i n c e  o n e  
m i s s i o n ,  o r  o n e  l u n a r  f l i g h t ,  m a y  c o n s i s t  o f  
s e v e r a l  t r a j e c t o r y  c l a s s e s .  I n  t h i s  c h a p t e r ,  a  
l u n a r  f l i g h t  i s  d e f i n e d  a s  a  s p a c e  f l i g h t ,  o n  w h i c h  
t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  i n i t i a l  p o i n t  o f  t h e  t r a j e c t o r y  
e q u a l s  o r  e x c e e d s  t h e  m i n i m u m  v e l o c i t y  t o  l e a v e  
t h e  e a r t h  a t  t h e  i n i t i a l  p o i n t  a n d  w h o s e  p r i m a r y  
m i s s i o n  g o a l  i s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e .  T h u s  t h e  
b o o s t  o r  e a r t h  o r b i t  p h a s e  o f  a n y  t r a j e c t o r y  w i l l  
n o t  b e  c o n s i d e r e d  h e r e ,  n o r  w i l l  a n y  p a r t  o f  i t  
o u t s i d e  o f  a  r e g i o n  w h e r e  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t -
t r a c t i o n  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  p r e d o m i n a t e .  T h e  
t a b l e  b e l o w  c l a s s i f i e s  s u c h  l u n a r  f l i g h t s  i n t o  t h e  
v a r i o u s  m i s s i o n  a n d  t r a j e c t o r y  c l a s s e s :  
M i s s i o n  C l a s s  
1 .  L u n a r  p r o b e s  
2 .  C i r c u m l u n a r  a n d  
a l l u n a r  m i s s i o n s  
3 .  L u n a r  o r b i t  m i s -
s i o n s  
4 .  L a n d i n g  m i s s i o n s  
5 .  S p a c e  s t a t i o n s  
.  I  
6 .  L u n a r  p a s s a g e s  
t o  e s c a p e  
T r a j e c t o r y  C l a s s  
T r a j e c t o r i e s  n e a r  m i n i -
m u m  v e l o c i t i e s  
A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  
I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  ( h a r d  
l a n d i n g )  
I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  ( s o f t  
l a n d i n g )  
C i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r  i e s  
( n o n p e r i o d i c  a n d  p e r i o d i c )  
A l l u n a r  t r a j e c t o r i e s  ( n o n -
p e r i o d  i c  a n d  p e r i o d i c )  
I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  
A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  
C i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  
A l l u n a r  t r a j e c t o r i e s  
O r b i t s  a r o u n d  t h e  m o o n  
A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  
C i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  
A l l u n a r  t r a j e c t o r i e s  
O r b i t s  a r o u n d  t h e  m o o n  
A s c e n t  a n d  d e s c e n t  t r a -
j e c t o r i e s  
~mpact t r ? - j e c t o r i e s  
L i b r a t i o n  p o i n t  b u o y s  
A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  
( a c c e l e r a t i n g  o r  b r a k i n g  
a p p r o a c h e s )  
T h e  l u n a r  m i s s i o n s  i n  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  a b o v e  
h a v e  b e e n  a r r a n g e d  c h r o n o l o g i c a l l y ,  i .  e . ,  a  
p l a n n e d  e x p l o r a t i o n  o f  t h e  m o o n  a n d  s o l a r  s y s t e m  
w o u l d  a t  f i r s t  i n v o l v e  l u n a r  p r o b e s ,  t h e n  c i r c u m -
l u n a r  ( p a s s i n g  b e h i n d  t h e  m o o n )  o r  a l l u n a r  ( p a s -
s i n g  i n  f r o n t  o f  t h e  m o o n )  m i s s i o n s ,  l u n a r  o r b i t s ,  
l a n d i n g s  o n  t h e  m o o n ,  e s t a b l i s h m e n t  o f  l o n g - t e r m  
s p a c e  s t a t i o n s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e ,  a n d  f i n a l l y  
t h e  u s e  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  m o o n  
t o  a c c e l e r a t e  o r  d e c e l e r a t e  s p a c e  v e h i c l e s  o n  t h e i r  
j o u r n e y  t o  t h e  p l a n e t s .  O f  c o u r s e  t h e r e  m a y  b e  a  
c e r t a i n  a m o u n t  o f  o v e r l a p p i n g  s o  t h a t  f o r  a n y  
g i v e n  t i m e  t h e  p l a n  m a y  c a l l  f o r  l u n a r  p r o b e s  a s  
I V - 2  
w e l l  a s  c i r c u m l u n a r  m i s s i o n s ,  o r  f o r  c i r c u m -
l u n a r ,  l u n a r  o r b i t ,  a s  w e l l  a s  l a n d i n g  m i s s i o n s .  
M o s t  o f  t h e  c l a s s e s  o f  l u n a r  m i s s i o n s  m a y  b e  
u s e d  f o r  r e s e a r c h  a n d  e x p l o r a t i o n ,  f o r  m i l i t a r y  
r o l e s ,  a s  w e l l  a s  e x p l o i t a t i o n  a n d  c o l o n i z a t i o n  o f  
t h e  m o o n .  S i n c e  t h e  l u n a r  f l i g h t  m a n u a l  i s  e s -
s e n t i a l l y  m i s s i o n  - o r i e n t e d ,  i t  i s  p r e f e r a b l e  t o  
d i s c u s s  q u a l i t a t i v e l y  e a c h  c l a s s  o f  m i s s i o n  a n d  
d e s c r i b e  t h e  v a r i o u s  t y p e s  o f  t r a j e c t o r i e s  a s -
s o d a t e d  w i t h  t h e  m i s s i o n  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e i r  
f i r s t  a p p e a r a n c e .  
P r i o r  t o  t h i s  c l a s s i f i c a t i o n  i t  i s  i n s t r u c t i v e  
t o  c o m p a r e  a p p r o x i m a t e  p r o p u l s i o n  r e q u i r e -
m e n t s  f o r  t y p i c a l  l u n a r  m i s s i o n s  f r o m  e a r t h  
l a u n c h .  T h e s e  r e q u i r e m e n t s  a r e  g i v e n  b e l o w  i n  
t e r m s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  v e l o c i t y  i n c r e m e n t  
6 .  V ,  o r  t h e  v e l o c i t y  t h e  s p a c e  v e h i c l e  w o u l d  a t -
t a i n  i n  g r a v i t y - f r e e  s p a c e  i f  i t  w e r e  a c c e l e r a t e d  
i n  a  s t r a i g h t  l i n e  b y  t h e  e q u i v a l e n t  a m o u n t  o f  
r o c k e t  b u r n i n g :  
M i s s i o n  
1 .  L u n a r  p r o b e  w i t h o u t  
r o c k e t  b u r n i n g  n e a r  t h e  
m o o n  
2 .  C i r c u m l u n a r  m i s s i o n  
3 .  C i r c u m l u n a r  m i s s i o n  
w i t h  d e c e l e r a t i o n  b y  r o c k -
e t s  t o  e a r t h  o r b i t  v e -
1 0 c i t y  
4 .  E s t a b l i s h m e n t  o f  a  l u n a r  
o r b i t  
5 .  E s t a b l i s h m e n t  o f  a  l u n a r  
o r b i t  r e t u r n  t o  e a r t h  a n d  
d e c e l e r a t i o n  b y  r o c k e t s  
t o  e a r t h  o r b i t  v e l o c i t y  
6 .  L a n d i n g  o n  t h e  m o o n  
7 .  L a n d i n g  o n  t h e  m o o n  w i t h  
r e t u r n  t o  e a r t h  o r b i t  v e -
l o c i t y  
6 .  V  ( k m  /  s e c )  
1 2 . 5  
1 2 . 5  
1 6  
1 3 . 5  
1 8  
1 4 . 5  
2 0 . 0  
T h e  h i g h e r  v e l o c i t i e s  i n  m i s s i o n s  3  t h r o u g h  
7  r e f l e c t  a d d i t i o n a l  r o c k e t  b u r n i n g  i n  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  m o o n  o r  d u r i n g  e a r t h  r e t u r n .  T h e  r e t u r n  
t o  e a r t h  o r b i t  a n d  e v e n t u a l l y  t o  a n  e a r t h  l a n d i n g  
b a s e  m a y  b e  a c c o m p l i s h e d  l a r g e l y  b y  a e r o d y -
n a m i c  m a n e u v e r i n g  a n d  h e n c e  r e d u c e  t h e  t o t a l  
p r o p u l s i o n  r e q u i r e m e n t s  f o r  a  m i s s i o n  w i t h  
e a r t h  r e t u r n .  
2 .  L u n a r  P r o b e s  
A  l u n a r  p r o b e  i s  d e f i n e d  a s  a  o n e  - w a y ,  u n -
m a n n e d  s p a c e  v e h i c l e  f o r  t h e  c o l l e c t i o n  o f  s c i e n -
t i f i c  d a t a  p a s s i n g  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n  b u t  
w h i c h  d o e s  n o t  p a s s  b e h i n d  t h e  m o o n .  T h e  t r a -
j e c t o r y  c l a s s e s  a s s o c i a t e d  w i t h  p r o b e s  a r e  b a l -
l i s t i c  e x c e p t  f o r  p o s s i b l e  b r a k i n g  p r i o r  t o  l u n a r  
i m p a c t .  P r o b e s  a r e  u s e d  t o  o b t a i n  s c i e n t i f i c  d a t a  
i n  e a r t h  - m o o n  s p a c e ,  n e a r  t h e  m o o n ,  a n j  o n  t h e  
l u n a r  s u r f a c e  a s  t h e  n a m e  i m p l i e s .  T y p i c a l  
m e a s u r e m e n t s  m a y  i n c l u d e  ( R e f .  2 ) :  
( 1 )  A  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m a s s  o f  t h e  
m o o n .  
-~-- .----
( 2 )  M e a s u r e m e n t  o f  m a g n e t i c  f i e l d s ,  
e l e c t r o m a g n e t i c  a n d  c o r p u s c u l a r  
r a d i a t i o n ,  m e t e o r i t i c  d e n s i t i e s  a n d  
o f  o t h e r  e n v i r o n m e n t a l  d a t a  i n  e a r t h -
m o o n  s p a c e .  
( 3 )  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  p r o p e r -
t i e s  o f  t h e  v e r y  t e n u o u s  l u n a r  a t -
m o s p h e r e .  
( 4 )  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c o m p o s i t i o n ,  
p r o p e r t i e s ,  t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n ,  
a n d  r a d i o a c t i v i t y  o f  t h e  l u n a r  s u r f a c e .  
( 5 )  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s e i s m i c  p r o p e r -
t i e s  o f  t h e  l u n a r  i n t e r i o r .  
I n  a d d i t i o n ,  l u n a r  p r o b e s  m a y  s e r v e  a s  e n g i n e e r -
i n g  t e s t  v e h i c l e s  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  s p a c e  v e h i c l e  
s y s t e m s  s u c h  a s  t r a c k i n g ,  c o m m u n i c a t i o n ,  e n v i r o n -
m e n t a l  c o n t r o l  a n d  p o w e r  · s y s t e m s .  
T h e  a s s o c i a t e d  t r a j e c t o r y  c l a s s e s  m a y  b e :  
( 1 )  T r a j e c t o r i e s  n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t i e s ,  
o r  t h o s e  w h i c h  h a v e  j u s t  s u f f i c i e n t  
e n e r g y  t o  e v e n t u a l l y  l e a v e  t h e  e a r t h ,  
a n d  w i l l ,  a t  l e a s t  i n i t i a l l y ,  r e t u r n  t o  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h  s e v e r a l  t i m e s .  
( 2 )  A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s ,  w h i c h  h a v e  a  
h i g h e r  e n e r g y ,  a n d  a r e  d e f i n e d  a s  
t r a j e c t o r i e s  w h i c h  r e a c h  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  m o o n  o n  t h e  f i r s  t  o r b i t  b u t  
m i s s  i t  b y  s o m e  d i s t a n c e .  
( 3 )  I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  w h i c h  d i r e c t l y  
s t r i k e  t h e  m o o n  e i t h e r  w i t h o u t  r o c k e t  
b r a k i n g  o r  w i t h  r o c k e t  b r a k i n g  n e a r  
t h e  m o o n .  I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  c a n  b e  
c l a s s i f i e d  f u r t h e r .  I f  t h e  i m p a c t  v e -
1 0 c i t y  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e  i s  o f  t h e  
o r d e r  o f  t e n s  o f  m /  s e c ,  t h e  i m p a c t  c a n  
b e  c l a s s i f i e d  a s  a  s o f t  l a n d i n g  w h i l e  
i m p a c t  s p e e d s  o f  a b o u t  1 0 0  m  /  s e c  a n d  
a b o v e  a r e  c a l l e d  h a r d  l a n d i n g s .  
a .  T r a j e c t o r i e s  n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t i e s ;  
t r a n s i t  t i m e  
I n  t h i s  s e c t i o n  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e v i o u s  r e -
s t r i c t e d  t h r e e  - b o d y  d i s c u s s i o n  w i l l  b e  a p p l i e d  
t o  t h i s  t r a j e c t o r y  c l a s s ,  i t s  c h a r a c t e r i s t i c s  w i l l  
b e  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l ,  a n d  t h e  s t r o n g  e f f e c t  o f  
i n j e c t i o n  v e l o c i t y  o n  t r a n s i t  t i m e  n e a r  m i n i m u m  
v e l o c i t i e s  w i l l  b e  i l l u s t r a t e d .  
T h e  b a l l i s t i c  t r a j e c t o r y  o f  a  s p a c e  v e h i c l e  i s  
c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  b y  i t s  i n i t i a l  p o s i t i o n  a n d  
v e l o c i t y .  T h e s e  i n j e c t i o n  c o n d i t i o n s  ( o r  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  f o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  n e a r  e a r t h )  a r e  
u s u a l l y  g i v e n  e i t h e r  i n  e a r t h  - c e n t e r e d  t r a j e c t o r y  
c o o r d i n a t e s  x e Y e z e  a n d  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  
d x  
.  .  .  .  e  
x e Y e z e '  w h e r e  x e  =  d 1 - ,  o r  i n  t e r m s  o f  r  e 6 . '  
V  e 6 . '  ' {  e  a n d  T J
e  
( f o r  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  m o o n  I S  
o r b i t a l  p l a n e )  a s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
s k e t c h :  
;\~jr~(~(~(~(~(~(~(l~r--------
•  x
R  
Y e l l  
A  s u b s c r i p t  z e r o  i s  u s e d  t o  s p e c i f y  i n j e c t i o n  
c o n d i t i o n s .  I n j e c t i o n  t i m e  m u s t  b e  h e l d  w i t h i n  
c l o s e  t o l e r a n c e s  s i n c e  t h e  e a r t h ,  m o o n ,  a n d  
s p a c e  v e h i c l e  a l l  m o v e  q u i t e  r a p i d l y  w i t h  r e -
s p e e t  t o  e a c h  o t h e r .  
I t  w a s  s h o w n  i n  S u b s e c t i o n  B - 2 ,  C h a p t e r  I I I  
t h a t  t h e  m i n i r . n u m  v e l o c i t y  t o  r e a c h  t h e  m o o n  f r o m  
e a r t h  c o r r e s p o n d e d  t o  a  v a l u e  o f  C
2  
=  3 . 3 4 3 6 7  
( k m  /  s e c )  
2  
f o r  t h e  J a c o b i  c o n s t a n t .  T h i s  v a l u e  
w a s  r e l a t e d  t o  t h e  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  i n  t h e  r o -
t a t i n g  x R Y R  z R  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  V  R 6 . '  t h e  
m a g n i t u d e  o f  V  R 6 .  b e i n g  i n d e p e n d e n t  o f  i t s  d i -
r e c t i o n  a n d  n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a n g l e  b e -
t w e e n  t h e  i n i t i a l  r a d i u s  v e c t o r  ~6. =  r  e 6 .  a n d  
t h e  x
R  
- a x i s .  T h e  m a x i m  u r n  v a r i a t i o n  o f  V  R  6 .  
w i t h  t h i s  a n g l e  w a s  o f  t h e  o r d e r  o f  0 . 1  m / s e c  
f o r  r  e 6 .  =  7 3 7 8 . 2  k m  a n d  l e s s  f o r  s m a l l e r  v a l u e s  
o f  r  e 6 . .  H o w e v e r ,  a  c h a n g e  i n  i n j e c t i o n  a l t i t u d e  
f r o m  1 0 0  k m  ( r  e 6 .  =  6 4 7 8 . 2  k m )  t o  1 0 0 0  k m  
( r  e 6  =  7 3 7 8 . 2  k m )  d e c r e a s e d  t h e  m i n i m u m  V  M  
f r o m  1 0 9 4 2 . 2  m / s e c  t o  1 0 2 3 3 . 2  m / s e c .  
I t  i s  n o w  n e c e s s a r y  t o  r e l a t e  t h e  i n j e c t i o n  v e -
l o c i t y  i n  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s ,  V
R
6 . 0  (x
R
6 . 0 '  
Y R 6 . 0 '  z R 6 . 0 )  t o  t h e  v e l o c i t y  i n  g e o c e n t r i c  n o n -
r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  V
e
6 . 0  ( x
e
6 . 0 '  Y e 6 . 0 '  z e 6 . 0 ) '  
T h e  g e n e r a l  t r a n s f o r m a t i o n  b e t w e e n  t h e  v e l o c i t y  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  t w o  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w a s  
g i v e n  b y  E q  ( 8 6 )  o f  C h a p t e r  I I I ,  
{
x e
1  
: : r  
[
C O S  ( i P  +  W S « :  
s i n  ( :  +  wE ! )  « :  
C "  -w,,~ 
•  ~R6. +  wE ! ) « :  
z R 6 .  
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t )  - s i n  ( i f ?  +  we « :  t )  0  ]  
t )  c o s  ( i P  +  w ( f ) ( [  t )  0  
o  1  
Y
M  
}  
( 1 )  
( x
R
6 .  +  r e « :  v )  
1 -
Y
e  
w h e r e  
M (  _  
v  =  M E B  +  M i l '  O .  0 1 2 1 4 2 1 6 ,  rEB~ 
3 8 4 7 4 7 . 2  k m  
i s  t h e  l u n a r  u n i t  o r '  e a r t h  - m o o n  d i s t a n c e  u s e d  f o r  
t h e  c i r c u l a r  r e s t r i c t e d  t h r e e  - b o d y  p r o b l e m ,  
w & a  =  2 . 6 6 1 6 9 9 4 8 4  x  1 0 -
6  
r a d J s e c  i s  t h e  r o t a t i o n a l  
r a t e  o f  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e  a r o u n d  t h e  b a r y c e n t e r ,  
a n d  ~ i s  t h e  i n i t i a l  a n g l e  b e t w e e n  t h e  n o n r o t a t i n g  
a n d  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  
I f  t h e  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  i s  p e r f o r m e d  
V e L : : >  2  i s  0  b t a i n e d  a s :  
V e L : : >  
2  2  2  
= V R L : : >  + w e < l  
~2RL::> +  ( x R L : : >  
+  r e I ! '  
v )~ +  2 we 1 < 1  
[ X R L : : >  Y R L : : >  
+  Y R L : : >  ( x R L : : >  +  r e a  
v~ 
( 2 )  
T h i s  e x p r e s s i o n  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  f l , l r t h e r  b y  
r e f e r e n c e  t o  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  
t o  t h e  m o o n  
F //  J  - X  
~ e  
T h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  p r e v i o u s  s k e t c h :  
r  2  
e L : : >  
2  2  - 2  
x e L : : >  +  Y e L : : >  =  ( x R L : : >  +  r e a  v )  
2  
+  YR~ 
( 3 )  
X
R  
I V - 4  
a n d  
YR~ =  re~ s i n  T J
e
'  xR~ +  r ( f l < l  v  =  
r e L : : >  c o s  T J
e  
( 4 )  
w h i c h  y i e l d ,  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  i n t o  E q  ( 2 ) :  
V  2  
e~ 
2  2  2  .  
V  R 6  +  r  e L : : >  wE I l ( l '  +  2 w E B t r  r  e L : : >  ( x
R 6  
s i n  T l e  
+  y  R~ c o s  T J
e
)  
( 5 )  
I n  t e r m s  o f  t h e  f l i g h t  p a t h  a n g l e  r e l a t i v e  t o  e a r t h  Y
e  
XR~ s i n  T J
e  
+  YR~ c o s  T J
e  
=  VR~ c o s  Y
e
'  
s o  t h a t  t h e  s q u a r e  o f  t h e  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  e a r t h  
b e c o m e s :  
2  2  2  2  
Ve~ =  V R L : : >  +  re~ we I {  
+  2 w E l l C  re~ VR~ c o s  Y
e
'  
( 6 )  
.  
F o r  g i v e n  v a l u e s  o f  re~ a n d  VR~ i n  t h e  e a r t h - m o o n  
s y s t e m  t h e  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  e a r t h  V  e~ i s  a  m a x -
i m u m  i f  c o s  Y  =  1  ( Y  =  0 ° )  a n d  i t  i s  a  m i n i m u m  i f  
e  e  
c o s  Y  =  - 1  ( Y  =  1 8 0 ° ) '  o r  
e  e  
r ;  2  2  2  l 1 / 2  
LVR~ +  re~ wEIl~ - 2 wS Q  re~ VR~J 
[  
2  2  l 1 / 2  
: : : .  V e L : : >  : : : .  V  R~ +  r  e  L : : >  We q  +  2 w e < l  r  e  ~ V  R~ 
( 7 )  
F o r  i n j e c t i o n  a t  1 0 0 - k m  a l t i t u d e :  
r : e L : : > O  =  6 4 7 8 . 2  k m ,  VR~O =  1 0 9 4 2 . 2  m / s e c ,  
1 0 9 2 5 . 0  m / s e c : : : '  V e L : : > O  : : : .  1 0 9 5 9 .  4  m / s e c ,  
a n d  t h e  m i n i m u m  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  e a r t h  f o r  
s e n d i n g  a  v e h i c l e  t o  t h e  m o o n  i s  1 0 9 2 5 . 0  m / s e c ,  
w h i l e  f o r  i n j e c t i o n  a t  1 0 0 0 - k m  a l t i t u d e :  
re~ =  7 3 7 8 . 2  k m ,  VR~O =  1 0 2 3 3 . 2  m / s e c ,  
1 0 2 1 3 . 6  m / s e c : : : '  Ve~O:::' 1 0 2 5 2 . 8  m / s e c  
a n d  t h e  m i n i m u m  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  e a r t h  f o r  
l u n a r  i n j e c t i o n  a t  t h a t  a l t i t u d e  i s  1 0 2 1 3 . 6  m / s e c .  
I n  e a c h  c a s e  t h e  m a x i m u m  v a l u e  o f  V  e~O' 
( V  e~)max' o c c u r s  w h e n  V e L : : > O  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  
re~ i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m o o n ' s  r o t a t i o n  a s  
i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  
I  
I  
I  
Y R  
(  7 )  ~I f f i  •  ~ 
- ' >  
r
e 6 0  
E a r t h  
( - "  
V  e 6 . )  m ! l l X  
T h e  i n j e c t i o n  f l i g h t  p a t h  a n g l e  Y e O  m a y  b e  u s e d  
t o  c l a s s i f y  l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  T h u s ,  a  s p a c e  
v e h i c l e  t r a j e c t o r y  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  e a r t h -
m o o n  o r b i t a l  m o t i o n ( y
e O  
<  9 0 ° )  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  
p r e v i o u s  s k e t c h  i s  k n o w n  a s  a  d i r e c t  t r a j e c t o r y .  
S i n c e  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  e a r t h  
we  h a s  a  c o m p o n e n t  we  c o s  i e m  p e r p e n d i c u l a r  t o  
t h e  e a r t h - m o o n  o r b i t a l  p l a n e  ( M O P ) ,  a  v e h i c l e  i n  
a  d i r e c t  t r a j e c t o r y  c a n  c a p i t a l i z e  o n  t h e  r o t a t i o n  o f  
t h e  e a r t h  a s  w e l l  a s  t h e  o r b i t a l  m o t i o n  o f  t h e  e a r t h  
i n  t h e  M O P  a s  i l l u s t r a t e d  a b o v e .  T r a j e c t o r i e s  
w i t h  i n j e c t i o n  i n  a  s e n s e  o p p o s i t e  t o  u . e «  ( Y e O >  9 0 °  )  
a r e  c a l l e d  r e t r o g r a d e  t r a j e c t 9 r i e s .  T h e  6 . V  p e n a l t y  
f r o m  l a u n c h  f o r  a  r e t r o g r a d e  t r a j e c t o r y  a s  c o m -
p a r e d  t o  a  d i r e c t  t r a j e c t o r y  m a y  b e  a s  h i g h  a s  
7 4 0  m / s e c .  
T h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  m o o n  o n  t h e  
l u n a r  t r a j e c t o r y  n e a r  i n j e c t i o n  i s  v e r y  s m a l l ,  a n d  
i t  i s  p o s s i b l e  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  f i r s t  s t a g e s  o f  a  
l u n a r  t r a j e c t o r y  b y  a  t w o - b o d y  e a r t h - s p a c e  v e -
h i c l e  p r o b l e m .  I n  a  t w o - b o d y  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  
e s c a p e  o r  p a r a b o l i c  v e l o c i t y  a t  1 0 0  k m  i s  
v  = J  2  i l m  =  1 1 0 9 3 . 2  m / s e c  
e p  r e t : .  
w h i c h  c o m p a r e s  w i t h  a  m i n i m u m  r e s t r i c t e d  t h r e e -
b o d y  v e l o c i t y  o f  
( V e t : . ) .  1 0 9 2 5 . 0 m / s e c .  
m m  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  m i n i m u m  t w o  a n d  r e s t r i c t e d  
t h r e e - b o d y  v e l o c i t i e s  f o r  i n j e c t i o n  a t  1 0 0 0  k m  
a r e :  
V e p  
1 0 3 9 4 . 6  m / s e c ,  ( V e t : . )  .  
m m  
1 0 2 1 3 . 6  m / s e c  
T h u s ,  t h e  m i n i m u m  t h r e e  - b o d y  v e l o c i t y  i s  o n l y  
a b o u t  1 7 0  m / s e c  l e s s  t h a n  t h e  t w o - b o d y  p a r a b o l i c  
v e l o c i t y .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  
f o r  n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t i e s  w i l l  a p p r o x i m a t e  
I V - 5  
t w o - b o d y  e l l i p s e s  w i t h  i n i t i a l  e c c e n t r i c i t i e s  n e a r  
1  ( i .  e .  ,  w h e n  t h e  g r a v i t a t i o n a l  e f f e c t  o f  t h e  e a r t h  
i s  p r e d o m i n a n t ) .  A s  t h e  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  i s  i n -
c r e a s e d ,  t h e  t r a j e c t o r i e s  w i l l  a p p r o x i m a t e  t w o -
b o d y  p a r a b o l a s  a n d  h y p e r b o l a s  i n  t h e i r  i n i t i a l  
s t a g e s .  T h e  e x t e n t  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r y  t o  t h e  
m o o n  t o  w h i c h  t h i s  t w o  - b o d y  a p p r o x i m a t i o n  c a n  
b e  c a r r i e d  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n  B - l c .  
E g o r o v  ( R e f .  1 )  h a s  m a d e  a  s y s t e m a t i c  s t u d y  
o f  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  M O P  n e a r  m i n i m u m  v e l o c -
i t i e s .  T h e s e  t r a j e c t o r i e s  w i t h  a  J a c o b i  c o n -
s t a n t  o f  C
3  
( r e f e r  t o  F i g .  2 ,  C h a p t e r  I I I )  h a v e  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a n  e x t r e m e l y  l o n g  t r a n s i t  
t i m e  i n  t h e  o r d e r  o f  m o n t h s .  F o r  e x a m p l e ,  
c o n s i d e r  t r a j e c t o r i e s  w i t h  Y e O  =  0 ° .  I n  g e o c e n -
t r i c  x e Y e  c o o r d i n a t e s  t h e s e  t r a j e c t o r i e s  c l o s e l y  
a p p r o x i m a t e  t w o - b o d y  e l l i p s e s  w i t h  l a r g e  e c c e n -
t r i c i t i e s  ( n e a r  1 ) .  T h e  a p o g e e  o f  t h e s e  t r a j e c -
t o r i e s  i n c r e a s e s  s l o w l y  d u e  t o  l u n a r  p e r t u r b a -
t i o n s  a s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h ;  
o n l y  t h e  f i r s t  s e v e r a l  o r b i t s  o f  a  t y p i c a l  e a r t h -
m o o n  t r a j e c t o r y  n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t y  a r e  
s h o w n .  
y~ 
F i r s t  o r b i t  
S e c o n d  o r b !  t  
{ f j  . ,  ~,.j - I n i t i a l  •  X e  
" A p o g e e "  
a . d . 1 . u .  
T h i r d  o r h i t  
P . t h  o t  t h e  
I I O O D  
T h e  s p a c e  v e h i c l e  m u s t  t r a v e r s e  m a n y  s u c h  
n e a r - e l l i p t i c a l  o r b i t s  b e f o r e  i t  c a n  p a s s  t h r o u g h  
t h e  c o n s t r i c t i o n  i n  t h e  C
3  
c o n t o u r  n e a r  t h e  
d o u b l e  p o i n t  b e t w e e n  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  a n d  
a p p r o a c h  t h e  m o o n  ( F i g .  2 ,  C h a p t e r  I I I ) .  I n -
c r e a s e  o f  Y e O  w i l l  i n c r e a s e  t h e  r e q u i r e d  V e t : . O  
a s  w e l l  a s  t h e  i n i t i a l  a p o g e e  r a d i u s  o f  t h e  t r a -
j e c t o r y .  
T h e  t i m e  r e q u i r e d  f o r  a  p a s s a g e  f r o m  t h e  
e a r t h  t o  t h e  m o o n  d e p e n d s  s t r o n g l y  o n  t h e  i n -
j e c t i o n  v e l o c i t y .  I t  h a s  b e e n  e s t i m a t e d  ( R e f .  1 )  
t h a t  t r a j e c t o r i e s  a t  t h e  m i n i m u m  v e l o c i t y  r e a c h  
t h e  b o u n d a r y  o f  t h e i r  r e g i o n  C
2  
i n  a b o u t  t h r e e  
y e a r s .  T h i s  t y p e  o f  t r a j e c t o r y  t h u s  i s  i m p r a c t i -
c a l  f o r  m o s t  l u n a r  m i s s i o n s .  A  s l i g h t  i n c r e a s e  
i n  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  r e d u c e s  t h e  t r a n s i t  t i m e  
s i g n i f i c a n t l y  a s  c a n  b e  n o t e d  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  
t r a j e c t o r i e s  t o  t h e  m o o n  i n  t h e  M O P  w i t h  a n  i n -
j e c t i o n  a l t i t u d e  o f h e o  =  r e t : . O  - R e  =  1 7 5 . 7  k m  
a n d  w i t h  Y e O "  0 °  :  
I n j e c t i o n  V e l o c i t y ,  V  ~~O ( m /  s e c )  
Y e O  
=  0 °  
Y e O  
=  0 °  
re~O =  6 4 7 8 . 2  k m  re~O "  6 5 5 3 . 9  k m  
T r a n s i t  T i m e  
t o  t h e  M o o n  
i n
E B O  
"  1 0 0  k m  
h
E B O  
"  1 7 5 . 7  k m  
( h r )  
1 0 , 9 9 7  1 0 , 9 3 2  
1 2 0  
1 1 , 0 0 8  1 0 , 9 4 3  8 0  
1 1 , 0 9 7  1 1 , 0 3 3  
5 0  
1 1 ,  2 7 8  
1 1 , 2 1 5  3 5  
1 1 , 6 6 0  1 1 , 6 0 0  
2 4  
1 3 , 4 5 0  1 3 , 4 0 0  
1 3  
T h e  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  f o r  a n  i n j e c t i o n  a l t i t u d e  o f  
1 0 0  k m  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  e n e r g y  i n t e g r a l  
o f  a  t w o - b o d y  f o r c e  m o d e l ,  E q  ( 9 )  b e l o w ,  t o  a l l o w  
a  d i r e c t  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  m i n i m u m  r e s t r i c t e d  
t h r e e - b o d y  v e l o c i t y  o f  1 0 9 5 9  m / s e c .  
A n  i n c r e a s e  i n  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  o f  1 0 0  m /  s e c  
o r  a b o u t  1 %  n e a r  t h e  m i n i m u m  v e l o c i t y  d e c r e a s e s  
t h e  t r a n s i t  t i m e  f r o m  f i v e  t o  a b o u t  t w o  d a y s ,  b u t  f o r  
a n y  f u r t h e r  s i g n i f i c a n t  d e c r e a s e  i n  t r a n s i t  t i m e  
t h e  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  m u s t  b e  i n c r e a s e d  c o n s i d e r -
a b l y .  H e n c e ,  f o r  e a c h  l u n a r  m i s s i o n  t h e r e  i s  a  
t r a d e o f f  b e t w e e n  a  h i g h e r  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  a n d  
t h e  c o r r e s p o n d i n g l y  h i g h e r  f u e l  l o a d  a n d  a  l o n g e r  
t r a n s i t  t i m e  w i t h  l a r g e r  p o w e r  r e q u i r e m e n t s  a n d  
s u p p o r t  s y s t e m s .  
b .  A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  
A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  d i f f e r  f r o m  t r a j e c t o r i e s  
n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t i e s  i n  t h a t  w i t h  t h e  f o r m e r  
c l a s s  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n  m a y  b e  r e a c h e d  
m u c h  q u i c k e r  t h a n  w i t h  t h e  l a t t e r .  T h e  t r a n s i t  
t i m e  f o r  t y p i c a l  a p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  i s  a p p r o x i -
Y
m  
D i r e c t  T r a j e c t o r i e s  
A r o u n d  t h e  Mo o n  
x  
m  
. . . . . : " .  
V  
' e r  
m a t e l y  1 2 0  h r  a t  4 0  m / s e c  a b o v e  m i n i m u m  r e -
s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  e s c a p e  v e l o c i t y .  T h i s  t i m e  
i s  a p p r o x i m a t e l y  5 0  h r  a t  p a r a b o l i c  v e l o c i t y ,  
w h i c h  i s  1 7 0  m / s e c  a b o v e  t h e  m i n i m u m  r e -
s t r i c t e d  t h r e e  - b o d y  e s c a p e  v e l o c i t y ,  a n d  i t  d e c r e a s e s  
t o  a p p r o x i m a t e l y  2 4  h r  a t  5 0 0  m /  s e c  a b o v e  
p a r a b o l i c  v e l o c i t y .  A  f u r t h e r  i n c r e a s e  o f  i n j e c -
t i o n  v e l o c i t y  a b o v e  t h e  t w o - b o d y  e s c a p e  o r  p a r a -
b o l i c  v e l o c i t y  w i l l  n o t  r e d u c e  t h e  t r a n s i t  t i m e  a s  
m a r k e d l y  a s  w a s  p o s s i b l e  n e a r  t h e  t w o - b o d y  e s -
c a p e  v e l o c i t y .  P r a c t i c a l  t r a n s i t  t i m e s  f o r  l u n a r  
a p p r o a c h  a n d  i m p a c t  t r a j e c t o r i e s  v a r y  f r o m  
a b o u t  3 0  t o  8 0  h r ,  w h i c h  s e e m s  t o  b e  a  g o o d  c o m -
p r o m i s e  b e t w e e n  r o c k e t  f u e l  r e q u i r e m e n t s  o n  o n e  
h a n d ,  a n d  p o w e r  a n d  s u p p o r t  s y s t e m  r e q u i r e m e n t s  
o n  t h e  o t h e  r .  
A p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  m a y  m i s s  t h e  m o o n  b y  a  
s m a l l  o r  l a r g e  d i s t a n c e ,  t h e  m a j o r  d i f f e r e n c e s  
b e t w e e n  a n  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y  f r o m  a  t r a j e c t o r y  
n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t y  b e i n g  t h a t  t h e  " i n i t i a l  
a p o g e e "  o f  t h e  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y  w o u l d  b e  b e -
y o n d  t h e  o r b i t  o f  t h e  m o o n  a n d  t h e  t r a n s i t  t i m e  
f o r  p a s s a g e  t o  t h e  o r b i t  o f  t h e  m o o n  i s  l e s s  t h a n  
f i v e  d a y s .  I f  t h e  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y  p a s s e s  
n e a r  t h e  m o o n ,  t h e  c o n c e p t  o f  " a p o g e e "  b e c o m e s  
i l l u s o r y  s i n c e  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  
m o o n  m o d i f i e s  t h e  t r a j e c t o r y  s h a p e  c o n s i d e r a b l y .  
P o s s i b l e  a p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  m o o n  a r e  g i v e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  i n  
s e l e n o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s  x  y  , w h e r e  1 1  1 \  i s  
m  m  l n w  
c o n s t a n t  v e h i c l e  v e l o c i t y  i n  s e l e n o c e n t r i c  c o o r -
d i n a t e s  a t  e n t r y _ i n t o  t h e  c i r c u l a r  r e g i o n  a r o u n d  
t h e  m o o n ,  a n d  V  i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  m o o n  i n  
e (  
g e o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s  w h i c h  i s  d i r e c t e d  a l o n g  
t h e  n e g a t i v e  Y m  - a x i s :  
. . . . . : " .  
Vm~ 
Y
m  
l A " <  •  x m  
R e t r o g r a d e  T r a j e c t o r i e s  
A r o u n d .  t h e  M o o n  
V e l o c i t y  Di a g r a m  
I V - 6  
A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h i s  s k e t c h ,  t h e  a p p r o a c h  
t r a j e c t o r y  l e a v e s  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n .  I t  
w a s  s h o w n  b y  E g o r o v  ( R e f .  1 )  t h a t  t h e  m o o n  c a n -
n o t  c a p t u r e  a  s p a c e  v e h i c l e  o n  a n  a p p r o a c h  t r a -
j e c t o r y  s i n c e  t h e  v e h i c l e  e n e r g y  c o r r e s p o n d s  t o  
t h a t  o f  a  h y p e r b o l i c  s e l e n o c e n t r i c  t r a j e c t o r y  i f  
t h e  a t t r a c t i o n  o f  t h e  e a r t h  i s  n e g l e c t e d .  T h e  
precedin~ s k e t c h  a l s o  s h o w s  t h a t  t h e  c l o s e r  t h e  
a p p r o a c h  t o  t h e  m o o n ,  t h e  g r e a t e r  i s  t h e  " t u r n -
i n g  e f f e c t "  o f  t h e  m o o n  o n  t h e  t r a j e c t o r y .  W h i l e  
i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n ,  t h e  a p p r o a c h  t r a -
j e c t o r i e s  m a y  b e  e i t h e r  d i r e c t  o r  r e t r o g r a d e ,  
d e p e n d i n g  o n  w h e t h e r  t h e y  p a s s  a r o u n d  t h e  m o o n  
i n  t h e  d i r e c t i o n  o r  a g a i n s t  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
l u n a r  r o t a t i o n .  a s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  
s k e t c h .  H o w e v e r ,  i t  i s  m o r e  c o m m o n  ( R e f .  1 ,  
f o r  e x a m p l e )  t o  c l a s s i f y  a p p r o a c h  t r a j e c t o r i e s  
d i r e c t  ( Y e O  <  9 0 ° )  o r  r e t r o g r a d e  ( Y e O >  9 0 ° )  
a t  i n j e c t i o n  n e a r  e a r t h .  
c .  I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  
I n  a n y  s t u d y  o f  l u n a r  f l i g h t  t h e  f i r s t  t r a j e c t o r y  
c o n s i d e r e d  i s  u s u a l l y  a n  i m p a c t  t r a j e c t o r y .  S u c h  
a  t r a j e c t o r y  i s  s i m p l y  a n  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y  
w h i c h  i n t e r s e c t s  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  m o o n .  S i n c e  
t h e  i m p a c t  m a y  o c c u r  o n  t h e  w a y  o u t  o r  o n  t h e  
r e t u r n ,  t h e r e  a r e  n o w  f o u r  t y p e s  o f  i m p a c t  t r a -
j e c t o r i e s  a s  o p p o s e d  t o  t w o  t y p e s  o f  a p p r o a c h  
t r a j e c t o r i e s :  
T h e  f i r s t  t y p e  l e a v e s  t h e  e a r t h  d i r e c t  a n d  
i n t e r c e p t s  t h e  m o o n  o n  a n  a s c e n d i n g  a r m .  A  
s e c o n d  t y p e  l e a v e s  t h e  e a r t h  d i r e c t  b u t  i n t e r c e p t s  
t h e  m o o n  o n  a  d e s c e n d i n g  a r m .  T h e  f o l l o w i n g  
s k e t c h  d e p i c t s  t h e s e  t w o  t y p e s  o f  t r a j e c t o r i e s  i n  
t h e  g e o c e n t r i C  ( x e Y e )  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  
t o  d e n o t i n g  t h e  i n j e c t i o n  t i m e  a n d  t i  t h e  i m p a c t  
t i m e :  
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T h e  r e t r o g r a d e  t r a j e c t o r i e s  a r e  u s u a l l y  
a v o i d e d  d u e  t o  t h e  l a r g e r  f u e l  r e q u i r e m e n t s .  
S i n c e  i n t e r c e p t i o n  o f  t h e  m o o n  o n  a  d e s c e n d i n g  
a r m  h a s  b e e n  s h o w n  t o  i n c r e a s e  t h e  r e q u i r e d  
g u i d a n c e  a c c u r a c i e s  b y  t w o  t o  f i v e  t i m e s ,  t h e  
m o s t  p r a c t i c a l  i m p a c t  p r o b e  t r a j e c t o r i e s  a r e  
d i r e c t  o n e s  w h i c h  s t r i k e  t h e  m o o n  o n  t h e  a s c e n d -
i n g  a r m .  
I m p a c t  t r a j e c t o r i e s  w i l l  h i t  t h e  s u r f a c e  o f  
t h e  m o o n  w i t h  a  v e l o c i t y  o f  a p p r o x i m a t e l y  3 0 0 0  
m /  s e c  u n l e s s  t h e y  a r e  r e t a r d e d  b y  r o c k e t  b r a k -
i n g  d u r i n g  t h e  d e s c e n t  p h a s e .  H a r d  l a n d i n g s ,  
w i t h  i m p a c t  v e l o c i t i e s  a p p r o x i m a t e l y  b e t w e e n  
3 0 0 0  a n d  1 0 0  m / s e c ,  c a n  b e  u s e d  f o r  r e l a t i v e l y  
s i m p l e  e x p e r i m e n t s ,  w h i l e  t h e  i m p a c t  v e l o c i t y  
h a s  t o  b e  b r a k e d  t o  t h e  o r d e r  o f  t e n s  o f  m / s e c  
f o r  s o f t  l a n d i n g s  o f  d e l i c a t e  e q u i p m e n t  f o r  e x -
p e r i m e n t s  o n  t h e  m o o n .  L u n a r  i m p a c t s  o n  t h e  
a s c e n d i n g  a r m  a r e  e s s e n t i a l l y  l i m i t e d  t o  t h e  
v i s i b l e  d i s k  w h i l e  i m p a c t s  o n  t h e  d e s c e n d i n g  a r m  
o c c u r  e s s e n t i a l l y  b e h i n d  t h e  m o o n .  A n  i m p a c t  
t r a j e c t o r y  w i t h  r o c k e t  b u r n i n g  b e f o r e  t h e  l a n d i n g  
w i l l  a l s o  r e q u i r e  s o m e  c o n t r o l  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  
o f  t h e  v e h i c l e  b e f o r e  a n d  d u r i n g  r o c k e t  b u r n i n g .  
3 .  C i r c u m l u n a r  a n d  A l l u n a r  M i s s i o n s  
T h e  n e x t  m i s s i o n s  o f  i n t e r e s t  a r e  c i r c u m -
l u n a r  a n d  a l l u n a r  m i s s i o n s ,  w h i c h  m a y  b e  m a n n e d  
o r  u n m a n n e d .  S p e c i f i c  l u n a r  a n d  e a r t h  r e t u r n  
c o n d i t i o n s  a r e  s o m e w h a t  m o r e  d i f f i c u l t  t o  a c h i e v e  
t h a n  f o r  l u n a r  p r o b e s  b e c a u s e  o f  t h e  t i g h t e r  i n j e c -
t i o n  t o l e r a n c e s .  A  v e r y  d e s i r a b l e  f e a t u r e  f o r  
t h e s e  m i s s i o n s  i s  t h a t  t h e  v e h i c l e  r e t u r n s  t o  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h  b a l l i s t i c a l l y  a f t e r  p a s s i n g  
a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o  t h e  l u n a r  s u r f a c e .  T h e  
n o m e n c l a t u r e  o f  t h e  a s s o c i a t e d  t r a j e c t o r i e s  i s  
a n a l o g o u s  t o  t h e  m i s s i o n  n o m e n c l a t u r e  a n d  t h e  
e x a c t  d e f i n i t i o n  o f  e a c h  t r a j e c t o r y  c l a s s  w i l l  
b e  g i v e n  w h e n  i t  i s  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l .  
O f  p r i m a r y  i n t e r e s t  a r e  t h e  n o n p e r i o d i c  
c i r c u m l u n a r  m i s s i o n s  s i n c e  t h e y  a l l o w  r e c o n -
n a i s s a n c e ,  s u r v e i l l a n c e  a n d  m a p p i n g  o f  t h e  
b a c k  o f  t h e  m o o n .  T h e  o t h e r  t r a j e c t o r y  c l a s s e s  
a r e  o f  l e s s  p r a c t i c a l  i n t e r e s t ,  b u t  w i l l  n e v e r t h e -
l e s s  b e  m e n t i o n e d  b r i e f l y .  
T r a j e c t o r i e s  t h a t  d e p a r t  f r o m  e a r t h ,  p a s s  
b e h i n d  t h e  m o o n  w h i l e  c r o s s i n g  t h e  e a r t h - m o o n  
l i n e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n ,  a n d  a g a i n  r e -
t u r n  t o  e a r t h  b a l l i s t i c a l l y  a r e  c a l l e d  n o n p e r i o d i c  
c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  o r  c i r c u m l u n a r  t r a -
j e c t o r i e s  f o r  s h o r t .  B a s i c a l l y ,  t h e s e  t r a j e c t o r i e s  
c a n  l e a v e  t h e  e a r t h  e i t h e r  d i r e c t  a s  s h o w n  i n  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h ,  o r  r e t r o g r a d e  ( n o t  s h o w n ) ,  
w h e r e  t p  i s  t h e  t i m e  o f  p e r i c y n t h i o n ,  o r  c l o s e s t  
a p p r o a c h  t o  t h e  m o o n .  
A  c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r y  l e a v i n g  t h e  e a r t h  
e i t h e r  d i r e c t  o r  r e t r o g r a d e  c a n  r e t u r n  t o  e a r t h  b y  
e s t a b l i s h i n g  e i t h e r  a  d i r e c t  o r  r e t r o g r a d e  ( a n d  h i g h -
l y  e l l i p t i c ,  p a r a b o l i c  o r  h y p e r b o l i c )  o r b i t  a r o u n d  
D e s c e n d i n g  A r m  
i t  o r  i m p a c t  t h e  e a r t h  a s  i n d i c a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
s k e t c h .  T h i s  w o u l d  a c c o u n t  f o r  s i x  d i f f e r e n t  t y p e s  
o f  c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  
T h e  t h i r d  a n d  f o u r t h  t y p e s  a r e  i d e n t i c a l  t o  
t h e  f i r s t  t w o  e x c e p t  t h a t  t h e y  l e a v e  t h e  e a r t h  
r e t r o g r a d e .  
T h e  g e n e r a l  t y p e  o f  t r a j e c t o r y  i s  o n e  o f  t h e  
e a s i e s t  t o  a c h i e v e ,  b u t  s p e c i f i c  c o n d i t i o n s  a t  
t h e  m o o n  a n d  o n  e a r t h  r e t u r n  a r e  d i f f i c u l t  t o  
o b t a i n  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  e r r o r  s e n s i t i v i t i e s  a r e  
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v e r y  h i g h .  F o r  i n s t a n c e ,  a n  e r r o r  o f  1  m  / s e c  i n  
i n j e c t i o n  v e l o c i t y  ( a t  t o )  c a n  a l t e r  t h e  m i s s  d i s t a n c e  
b y  8 7 0  k m  a t  t h e  m o o n  a n d  6 6 5 0  k m  a t  e a r t h .  A l -
t h o u g h  h i g h l y  s  e n s  i t i v e ,  t h e s e  t y p e s  o f  t r a j e c t o r i e s  
a r e  e s p e c  i a l l y  s u i t e d  f o r  p h o t o g r a p h i c  m i s s i o n s  o n  
t h e  b a c k  s i d e  o f  t h e  m o o n .  T h e s e  m i s s i o n s  m a y  
b e  m a n n e d  o r  u n m a n n e d  a n d  m a y  b e  h i g h l y  d e s i r -
a b l e  f o r  f u t u r e  l a n d i n g  f l i g h t s .  I n  f a c t ,  a c t u a l  
l a n d i n g  m i s s i o n s  m a y  u t i l i z e  s u c h  t r a j e c t o r i e s  
b e c a u s e  o f  t h e i r  i n h e r e n t  s a f e t y  f e a t u r e s  ( n o  l u n a r  
i m p a c t ,  b a l l i s t i c  d e p a r t u r e  a n d  r e t u r n ) .  O n e  d r a w -
b a c k  o f  c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  i s  t h e  i n a c c e s s -
i b i l i t y  o f  h i g h e r  l u n a r  l a t i t u d e s .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  
f a c t  t h a t  t h e i r  i n c l i n a t i o n  t o  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  
p l a n e  i s  l i m i t e d  t o  a p p r o x i m a t e l y  1 5 °  ( s e e  C h a p t e r  
V I ) .  
T h e  t o t a l  f l i g h t  t i m e  f o r  c i r c u m l u n a r  m i s s i o n s  
i s  r a t h e r  l i m i t e d  b y  t h e  n a t u r e  o f  t h e  t r a j e c t o r y  
a n d  d e p e n d s  s t r o n g l y  o n  t h e  p e r i c y n t h i o n  a l t i t u d e .  
T h e  f o l l o w i n g  f i g u r e s  a r e  q u o t e d  f o r  i n j e c t i o n  a t  
a n  e a r t h  a l t i t u d e  o f  2 0 0  k m .  F o r  a  p e r i c y n t h i o n  
a l t i t u d e  o f  2 0 0  k m  t h e  t o t a l  f l i g h t  t i m e  t o  t h e  m o o n  
a n d  b a c k  c a n  v a r y  b e t w e e n  1 3 8  a n d  1 4 2  h r ,  f o r  a  
p e r i c y n t h i o n  : l l t i t u d e  o f  1 0 0 0  k m  i t  c a n  v a r y  b e -
t w e e n  1 4 7  a n d  1 5 2  h r ,  a n d  f o r  a  p e r i c y n t h i o n  a l t i -
t u b e  o f  2 0 0 0  k m  i t  c a n  v a r y  b e t w e e n  1 5 5  a n d  1 6 5  
h r .  I n  e a c h  c a s e  t h e  v a c u u m  p e r i g e e  o f  t h e  r e t u r n  
t r a j e c t o r y  i s  a t  5 0  k m .  
A n  i n t e r e s t i n g  p r o b l e m  o f  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  i s  
t h e  p o s s i b i l i t y  o f  e s t a b l i s h i n g  p e r i o d i c  o r b i t s  a r o u n d  
t h e  e a r t h  a n d  m o o n  w h i c h  p a s s  b e h i n d  t h e  m o o n ,  
o r  p e r i o d i c  c i r c u m l u n a r  t ! , a j e c t o r i , e s .  T h e  exi~t­
e n c e  o f  s u c h  o r b i t s  w a s  e s t a b l i s h e d  a n d  s e v e r a l  
o r b i t s  w e r e  c a l c u l a t e d  i n  R e f .  1 .  T h e  c l o s e s t  
a p p r o a c h  t o  t h e  e a r t h ,  ( r  e 6 ) m i n '  a n d  t o  t h e  m o o n ,  
( r  1 \ )  . ,  o f  s e v e r a l  t y p i c a l  o r b i t s  i s  g i v e n  b e -
f f i w  f f i l n  
l o w  f r o m  R e f .  1 " :  
'~These n u m e r i c a l  v a l u e s  a r e  b a s e d  o n  E g o r o v '  s  
v a l u e s  o f  t h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  c o n s t a n t s  a n d  
a r e  t o  b e  r e g a r d e d  a s  i l l u s t r a t i v e  r a t h e r  t h a n  
a c c u r a t e .  
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R e m a r k s  
1  6 , 5 7 1  1 5 0  L u n a r  
i m p a c t  
2  
4 2 . 2 0 3  
8 2 5  
L u n a r  
i m p a c t  
3  8 2 , 8 2 4  
1 5 0 0  
L u n a r  
i m p a c t  
4  1 1 6 , 3 7 1  2 0 0 0  A  p o s s i b l e  
p e r i o d i c  
o r b i t  
A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  o n l y  c a s e  t h a t  d o e s  n o t  i m p a c t  
t h e  m o o n ,  ( r  m . 6  ) m i n  >  1 7 3 8  k m ,  i s  O r b i t  N o . 4 .  
F o r  t h i s  t r a j e c t o r y  t h e  c l o s e s t  a p p r o a c h  t o  e a r t h ,  
( r  e . 6  ) m i n '  i s  a l m o s t  2 0  e a r t h  r a d i i  o r  a b o u t  o n e -
t h i r d  o f  t h e  d i s t a n c e  t o  t h e  m o o n .  S u c h  a n  o r b i t  
w o u l d  s e e m  t o  b e  o f  l i t t l e  p r a c t i c a l  i n t e r e s t ,  e s -
p e c i a l l y  s i n c e  t h i s  c l a s s  o f  t r a j e c t o r i e s  i s  a l s o  u n -
s t a b l e ,  a n d  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  w o u l d  c a u s e  t h e  
s p a c e  v e h i c l e  t o  d e p a r t  f r o m  t h i s  o r b i t . * "  
O p p o s e d  t o  t h e  c i r c u m l u n a r  c l a s s e s  o f  t h e  c o r -
r e s p o n d i n g  n o n p e r i o d i c  a n d  p e r i o d i c  t r a j e c t o r i e s  
d e s c r i b e d  a b o v e  a r e  a l l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  w h i c h  
p a s s  o n l y  i n  f r o n t  o f  t h e  m o o n  w h i l e  t h e y  c r o s s  t h e  
e a r t h - m o o n  l i n e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n .  T h i s  
f e a t u r e  i s  m o s t  c l e a r l y  s e e n  i n  r o t a t i n g  x
R  
Y R  c o -
o r d i n a t e s  a s  s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c  h  o f  a  
d i r e c t  n o n p e r i o d i c  a l l u n a r  t r a j e c t o r y  w i t h  a n  i m -
p a c t  r e t u r n  t o  e a r t h .  V e r y  f r e q u e n t l y  t h e  d e s c r i p -
t i v e  t e r m  " n o n p e r i o d i c "  i s  d r o p p e d .  a n d  p e r i o d i c  
a l l u n a r  t r a j e c t o r i e s  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  a l l u n a r  
o r b i t s  t o  d i s t i n g u i s h  t h e m  f r o m  t h e  a l l u n a r  t r a -
j e c t o r i e s .  
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A n a l o g o u s  t o  t h e  s i x  t y p e s  o f  c i r c u m l u n a r  t r a -
j e c t o r i e s  o n e  m a y  d i s t i n g u i s h  s i x  t y p e s  o f  a l l u n a r  
t r a j e c t o r i e s .  A  t y p i c a l  m i s s i o n  e m p l o y i n g  a n  a l -
l u n a r  t r a j e c t o r y  i s  p h o t o g r a p h y  o f  t h e  f r o n t  f a c e  
o f  t h e  m o o n  w i t h o u t  t h e  a i d  o f  l u n a r  s a t e l l i t e  o r -
b i t s .  
A l t h o u g h  t h e r e  i s  b u t  o n e  c l a s s  o f  p e r i o d i c  c i r -
c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  t h e ' r e  a r e  a n  u n l i m i t e d  n u m -
b e r  o f  p o s s i b l e  p e r i o d i c  a l l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  
" " N o t e  a d d e d  i n  p r o o f :  A  n e w  c l a s s  o f  c i r c u m -
l u n a r  o r b i t s  h a s  r e c e n t l y  b e e n  d e s c r i b e d .  A  
b r i e f  s u m m a r y  o f  t h i s  c l a s s  o f  o r b i t s  i s  g i v e n  
a s  S e c t i o n  D .  
~ _ _ _ _  . . . - - f  - - - - - - -
P e r i o d s  o f  t h e s e  a l l u n a r  o r b i t s  v a r y  f r o m  0 . 5  t o  
1 .  5  m o ,  a n d  w h i l e  t h e y  p a s s  i n  f r o n t  o f  t h e  m o o n  
a s  t h e y  c r o s s  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e ,  t h e i r  f a r t h e s t  
p o i n t  f r o m  e a r t h  i s  w e l l  b e y o n d  t h e  m o o n ' s  o r b i t .  
C i r c u m l u n a r  a n d  a l l u n a r  p e r i o d i c  o r b i t s  a r e  o f  
i n t e r e s t ,  b u t  i t  i s  d o u b t f u l  t h a t  s u c h  o r b i t s  c o u l d  
b e  e s t a b l i s h e d  f o r  a  v e r y  l o n g  t i m e  d u e  t o  t h e i r  
u n s t a b l e  n a t u r e .  
4 .  L u n a r  O r b i t  M i s s i o n s  
L u n a r  o r b i t  m i s s i o n s  a r e  c o m p l e x  f r o m  a  t r a -
j e c t o r y  v i e w p o i n t  s i n c e  a  s i n g l e  m i s s i o n  m a y  c o n -
s  i s t  o f  s e v e r a l  p h a s e s ,  e a c h  u t i l i z i n g  a  d i f f e r e n t  
c l a s s  o f  t r a j e c t o r i e s .  T h e  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e  
o f  l u n a r  o r b i t  m i s s i o n s  i s  t h a t  t h e  p r i m a r y  p u r p o s e  
o f  t h e  m i s s i o n  i s  a c c o m p l i s h e d  d u r i n g  t h e  l u n a r  
o r b i t i n g  p h a s e .  I n  o t h e r  r e s p e c t s  t h e  s p a c e  v e -
h i c l e  m a y  b e  m a n n e d  o r  u n m a n n e d ;  i t  m a y  m a k e  
a  o n e  - w a y  t r i p  t o  t h e  m o o n  o r  e v e n t u a l l y  r e t u r n  
t o  e a r t h  i f  t h i s  i s  a  m a n n e d  m i s s i o n .  
T h e  p r i m a r y  a d v a n t a g e  o f  l u n a r  o r b i t s  l i e s  i n  
t h e  a l m o s t  u n l i m i t e d  t i m e  t h a t  t h e  v e h i c l e  c a n  
s p e n d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n ,  t i m e  w h i c h  c a n  
b e  u t i l i z e d  f o r  t h e  g a t h e r i n g  o f  s c  i e n t i f i c  d a t a ,  t h e  
r e c o n n a i s s a n c e ,  s u r v e i l l a n c e ,  a n d  m a p p i n g  o f  t h e  
m o o n .  A l s o ,  n o  a c t u a l  l a n d i n g  o n  t h e  m o o n  i s  
n e c e s s a r y ,  a n d  a l l  t h e  a t t e n d a n t  s t r u c t u r a l  a n d  
f u e l  p r o b l e m s  d o  n o t  a p p e a r .  
T h e  f i r s t  q u e s t i o n  i n  a  l u n a r  o r b i t  m i s s i o n  i s  
w h e t h e r  t h e  m o o n  c a n  c a p t u r e  a  s p a c e  v e h i c l e  
l a u n c h e d  w i t h  a  v e l o c i t y  h i g h e r  t h a n  t h e  o n e  c o r -
r e s p o n d i n g  t o  t h e  J a c o b i  c o n s t a n t  C
2  
( s e e  C h a p t e r  
I I I ,  S u b s e c t i o n  B - 2 ) .  I t  w a s  s h o w n  b y  E g o r o v  ( R e f .  
1 )  t h a t  i t  i s  i m p o s s i b l e  f o r  t h e  m o o n  t o  c a p t u r e  a  
v e h i c l e  o n  a n  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y ,  n o  m a t t e r  
w h a t  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h e  q u e s t i o n  o f  l u n a r  
c a p t u r e  w i t h o u t  t h r u s t  r e m a i n s  o p e n  f o r  t r a j e c -
t o r i e s  n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t i e s  w h i c h  m a k e  m o r e  
t h a n  o n e  o r b i t  a r o u n d  e a r t h  b e f o r e  r e a c h i n g  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  m o o n .  W h e n  t h e  i n j e c t i o n  v e l o c i t y  
i s  b e t w e e n  t h e  o n e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  J a c o b i  
c o n s t a n t s  C
2  
a n d  C
4
,  t h e n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  c a n  
p a s s  t h r o u g h  t h e  c o n s t r i c t i o n  n e a r  t h e  c r i t i c a l  
p o i n t  b e t w e e n  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  ( s e e  F i g .  2 ,  
C h a p t e r  I I I )  a f t e r  m o r e  t h a n  o n e  o r b i t  a r o u n d  
e a r t h  a n d  b e c o m e  a  t e m p o r a r y  s a t e l l i t e  o f  t h e  
m o o n  b e f o r e  i t  r e t u r n s  t o  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
e a r t h .  
T h i s  c l a s s  o f  t r a j e c t o r i e s  i s  n o t  v e r y  p r a c t i c a l  
s i n c e  ( 1 )  t h e  p o s s i b l e  r a n g e  o f  i n j e c t i o n  v e l o c i t i e s  
i s  a b o u t  1  m / s e c  ( s e e  t a b l e  o n  p a g e  2 1  i n  C h a p t e r  
I I I ) ,  a n d  t h e  t r a j e c t o r y  i s  v e r y  s e n s i t i v e  t o  s o l a r  
a n d  o t h e r  p e r t u r b a t i o n s ,  a n d  ( 2 )  t h e  t r a n s i t  t i m e  i s  
v e r y  l o n g  a n d  t h e  t r a n s i t  h m e  i s  v e r y  s e n s i t i v e  t o  
i n j e c t i o n  v e l o c i t y  i n  t h e  p o s s i b l e  r a n g e  o f  a b o u t  
1  m  / s e c .  T h u s  i n  p r a c t i c e  a  l u n a r  o r b i t  c a n  o n l y  
b e  a c h i e v e d  b y  r e d u c i n g  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  t h r o u g h  t h r u s t  a p p l i c a t i o n  n e a r  t h e  m o o n .  
A  t y p i c a l  l u n a r  o r b i t  m i s s i o n  w i t h  r e t u r n  t o  
e a r t h .  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  s k e t c h  a t  t h e  t o p  o f  t h e  
n e x t  p a g e ,  w i l l  c o n s i s t  o f :  
( 1 )  A n  e a r t h - t o - m o o n  t r a n s f e r  p h a s e  w h i c h  
m a y  b e  a n  a p p r o a c h ,  t h e  f i r s t  h a l f  o f  a  
c i r c u m l u n a r ,  o r ,  l e s s  l i k e l y ,  a n  i m p a c t  
t r a j e c t o r y .  
- - - - - - - - ~- - - - - - - -
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( 2 )  A n  e n t r y  m a n e u v e r  i n t o  t h e  d e s i r e d  
l u n a r  o r b i t .  
( 3 )  A  l u n a r  o r b i t  p h a s e  w h i c h  m a y  l a s t  f o r  
s e v e r a l  r e v o l u t i o n s .  
( 4 )  A  d e p a r t u r e  m a n e u v e r  f r o m  t h e  l u n a r  
o r b i t .  
( 5 )  A  m o o n - t o - e a r t h  t r a n s f e r  p h a s e  w h i c h  
m a y  b e  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  a  c i r c u m l u n a r  
t r a j e c t o r y ,  o r  a n  a p p r o a c h  o r  i m p a c t  
t r a j e c  t o r y ,  a n d  i s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l -
l o w i n g  s k c t c  h  i n  g e o c e n t r i c  n o n  r o t a t i n g  
c o o r d i n a t e s  x e  Y e '  
T h e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  a p p r o a c h ,  i m p a c t ,  o r  
c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  
a b o v e .  L u n a r  o r b i t s  m a y  b e  c l a s s i f i e d  e i t h e r  i n t o  
d i r e c t  o r  r e t r o g r a d e  o r b i t s ;  t h e y  m a y  b e  e i t h e r  
c i r c u l a r  o r  e l l i p t i c a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m o o n ,  
b u t  t h e i r  a c t u a l  s h a p e  i s  c o n t i n u a l l y  c h a n g i n g  d u e  
t o  p e r t u r b a t i o n s  o f  t h e  e a r t h ,  t h e  s u n ,  a n d  t h e  
m o o n ' s  f i g u r e .  A  m o r e  q u a n t i t a t i v e  c h a r a c t e r i -
z a t i o n  o f  o r b i t s  i s  b y  t h e i r  e l e m e n t s  ( C h a p t e r  I I I ,  
S u b s e c t i o n  A - 3 ) .  
E n t r y  t o  a n d  d e p a r t u r e  m a n e u v e r s  f r o m  l u n a r  
o r b i t s  a r e  g e n e r a l l y  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  c h a r -
a c t e r i s t i c  v e l o c i t y  6  V  o f  t h e  m a n e u v e r .  
5 .  L a Y J d i n g  M i s s i o n s  
C l o s e l y  r e l a t e d  t o  l u n a r  o r b i t  m i s s i o n s  a r e  t h e  
l u n a r  l a n d i n g  m i s s i o n s ,  i n  w h i c h  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
i s  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e  d u r i n g  o n e  p h a s e  o f  t h e  
m i s s i o n  w h e r e  i t s  p r i m a r y  p u r p o s e  w i l l  b e  a c c o m -
p l i s h e d .  L a n d i n g  m i s s i o n s  a r e  t h e  m o s t  c o m p l e x  
m i s s i o n s  f r o m  a  t r a j e c t o r y  p o i n t  o f  v i e w .  T h e y  
m a y  b e  m a n n e d  o r  u n m a n n e d ,  o n e  - w a y  o r  r o u n d  
t r i p .  M o s t  l i k e l y  t h e  l u n a r  l a n d i n g  m i s s i o n  w i l l  
u s e  a  c i r c u m l u n a r  o r  a p p r o a c h  t r a j e c t o r r ,  i n  t h e  
e a r t h - m o o n  t r a n s f e r  p h a s e ,  a n d  a  l u n a r  ' p a r k i n g "  
o r b i t  t o  r e a c h  t h e  d e s i r e d  l a n d i n g  s i t e ,  p r i m a r i l y  
b e c a u s e  o f  t h e  f l e x i b i l i t y  i n  t h e  c h o i c e  o f  l a n d i n g  
s i t e  a n d  b e c a u s e  o f  t h e  s a f e t y  f e a t u r e s  o f  t h e  c i r -
c u m l u n a r  o r  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y .  T h i s  t y p e  o f  
m i s s i o n  i s  k n o w n  a s  l u n a r  o r b i t a l  l a n d i n g .  A s  
p r o p u l s i o n  s y s t e m s  b e c o m e  m o r e  r e l i a b l e ,  i m p a c t  
t r a j e c t o r i e s  w i t h  a  s o f t  l a n d i n g  m a y  b e  u s e d  f o r  
l a n d i n g  m i s s i o n s  i n  a r e a s  o f  t h e  m o o n  w h i c h  a r e  
e a s i l y  a c c e s s i b l e  f o r  i m p a c t  t r a j e c t o r i e s .  T h e  
l a t t e r  t y p e  o f  m i s s i o n  i s  a  l u n a r  d i r e c t  l a n d i n g .  
L u n a r  l a n d i n g  m i s s i o n s  a r e  u s e d  f o r  e x p l o r a t i o n ,  
s u p p l y  a n d  l o g i s t i c s ,  a n d  f o r  e s t a b l i s h m e n t  o f  
l u n a r  b a s e s .  
A  t y p i c a l  l u n a r  l a n d i n g  m i s s i o n  w i t h  r o u n d  t r i p  
t o  e a r t h  c o n s i s t s  o f :  
( 1 )  A n  e a r t h - t o - m o o n  t r a n s f e r  p h a s e  w h i c h  
m a y  b e  a n  a p p r o a c h ,  t h e  f i r s t  h a l f  o f  a  
c i r c u m l u n a r ,  o r ,  l e s s  l i k e l y ,  a n  i m p a c t  
t r a j e c  t o r y .  
( 2 )  A n  e n t r y  m a n e u v e r  i n t o  t h e  d e s i r e d  l u n a r  
o r b i t  ( t h i s  p h a s e  i s  d e l e t e d  f o r  d i r e c t  
l a n d i n g s )  .  
( 3 )  A  l u n a r  o r b i t  p h a s e  w h i c h  m a y  l a s t  f r o m  
a  f r a c t i o n  o f  o n e  t o  s e v e r a l  r e v o l u t i o n s  
( t h i s  p h a s e  i s  d e l e t e d  f o r  d i r e c t  l a n d i n g s .  )  
- - - - - -----~-
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•  
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e n t r y  ma n e u v e r  
i n t o  l u n a r  
s a t e l l i t e  o r b i t  
e a r t h - m o o n  
t r a n s f e r  
p h a s e  
( 4 )  A  d e s c e n t  p h a s e  t o  t h e  l u n a r  s u r f a c e  
a n d  l a n d i n g  ( p o s s i b l y  u s i n g  l u n a r  o r b i t  
r e n d e z v o u s  c o n c e p t  a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  p a r a g r a p h ) .  
( 5 )  A  l u n a r  s t a y  o f  a r b i t r a r y  d u r a t i o n .  
( 6 )  A n  a s c e n t  p h a s e  f r o m  l u n a r  s u r f a c e .  
( 7 )  
( 8 )  
( 9 )  
A  l u n a r  o r b i t  p h a s e  w h i c h  m a y  l a s t  
f r o m  a  f r a c t i o n  o f  o n e  t o  s e v e r a l  r e v o -
l u t i o n s  ( t h i s  p h a s e  i s  d e l e t e d  f o r  d i r e c t  
l a n d i n g s )  .  
A  d e p a r t u r e  m a n e u v e r  f r o m  l u n a r  o r b i t  
( t h i s  p h a s e  i s  d e l e t e d  f o r  d i r e c t  l a n d -
i n g s )  .  
A  m o o n - t o - e a r t h  t r a n s f e r  p h a s e  w h i c h  
m a y  b e  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  a  c i r c u m l u n a r  
t r a j e c t o r y ,  a n  a p p r o a c h  o r  i m p a c t  t r a -
j e c t o r y .  
F o r  o n e - w a y  l a n d i n g  m i s s i o n s ,  p h a s e s  ( 6 )  t h r o u g h  
( 9 )  a r e  d e l e t e d .  T h e  c l a s s e s  o f  t r a j e c t o r i e s  u t i -
l i z e d  f o r  e a c h  p h a s e  o f  t h e  l a n d i n g  m i s s i o n  m a y  
b e  c l a s s i f i e d  f u r t h e r  a s  w a s  d i s c u s s e d  a b o v e .  
A  t y p i c a l  o n e - w a y  l u n a r  o r b i t a l  l a n d i n g  m i s s i o n  
h a s  b e e n  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  i n  g e o c e n t r i c  
n o n r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  x e  Y e o  
A  m i s s i o n  w h i c h  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  h y b r i d  
b e t w e e n  t h e  l u n a r  o r b i t  a n d  l a n d i n g  m i s s i o n s  i s  t h e  
l u n a r  o r b i t  r e n d e z v o u s  m i s s i o n  ( L O R ) .  I n  t h i s  
m i s s i o n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  e s t a b l i s h e s  a  l u n a r  o r b i t .  
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( a p p r o a c h ,  c i r c u m l u n a r ,  
o r  i l 2 1 p a c t  t r a j e c t o r y )  
d e s c e n t  
p h a s e  
l a n d i n g  ( t
i
)  
#  
ma n e u v e r  i n t o  
o r b i t  
A t  t h e  p r o p e r  t i m e  a  s e g m e n t  o f  t h e  v e h i c l e ,  c a l l e d  
t h e  s h u t t l e  v e h i c l e ,  d e t a c h e s  i t s e l f ,  d e s c e n d s  t o  
a n d  l a n d s  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e .  A f t e r  t h e  p u r p o s e  
o f  t h e  m i s s i o n  o n  t h e  l u n a r  s u r f a c e  h a s  b e e n  a c -
c o m p l i s h e d ,  t h e  s h u t t l e  v e h i c l e  a s c e n d s  t o  l u n a r  
o r b i t  a n d  m a k e s  a  r e n d e z v o u s  w i t h  t h e  o r b i t i n g  
s p a c e  v e h i c l e .  T h e  m e n  a n d  a n y  e q u i p m e n t  a r e  
- - 1  
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t r a n s f e r r e d  t o  t h e  s p a c e  v e h i c l e ,  w h i c h  t h e n  r e -
t u r n s  t o  e a r t h  w h i l e  t h e  e m p t y  s h u t t l e  i s  a b a n d o n e d  
i n  l u n a r  o r b i t .  
6 .  S p a c e  S t a t i o n s  
I t  h a s  b e e n  p r o p o s e d  b y  B u c h h e i m  ( R e f .  2 )  
t h a t  s p a c e  s t a t i o n s  m a y  b e  e s t a b l i s h e d  a t  t h e  f i v e  
d o u b l e  p O i n t s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e .  H e  c a l l s  s u c h  
v e h i c l e s  l i b r a t i o n  c e n t e r  b u o y s .  T h e s e  d o u b l e  
p o i n t s  a r e  i n  t h e  M O P ,  t h e y  r o t a t e  a r o u n d  t h e  
b a r y c e n t e r  w i t h  t h e  s a m e  a n g u l a r  v e l o c i t y  a s  t h e  
e a r t h  a n d  m o o n ,  a n d  t h e i r  f i x e d  l o c a t i o n  i n  t h e  
r o t a t i n g  x
R  
Y R  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  g i v e n  i n  
S u b s e c t i o n  B - 2  o f  C h a p t e r  I I I .  
T h r e e  o f  t h e  f i v e  d o u b l e  p o i n t s  a r e  o n  t h e  e a r t h -
m o o n  l i n e ,  t w o  f a i r l y  n e a r  t h e  m o o n  a n d  t h e  t h i r d  
i s  o n  t h e  o p p o s i t e  s i d e  o f  t h e  m o o n  a b o u t  o n e  l u n a r  
u n i t  [ r o m  e a r t h .  T h e  d o u b l e  p o i n t s  o n  t h e  e a r t h -
m o o n  l i n e s  a r e  u n s t a b l e  a n d  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
w o u l d  h a v e  t o  m a k e  c o r r e c t i v e  m a n e u v e r s  t o  
c o u n t e r a c t  p e r t u r b i n g  f o r c e s  i n  o r d e r  t o  s t a y  n e a r  
t h e  d o u b l e  p o i n t s  [ o r  a  l o n g e r  t i m e .  T h e  o t h e r  
t w o  d o u b l e  p o i n t s  f o r m  e q u i l a t e r a l  t r i a n g l e s  w i t h  
t h e  e a r t h  a n d  m o o n  a n d  t h e y  a r e  s t a b l e .  T h u s ,  
a  s p a c e  v e h i c l e  c o u l d  s t a y  a t  t h e s e  p o i n t s  i n d e f i -
n i t e l y .  T h e  s k e t c h  o n  p a g e  I I l - 2 1  i n  t h e  p r e c e d i n g  
c h a p t e r  s h o w s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  d o u b l e  p o i n t s .  
S p a c e  s t a t i o n s  a t  t h e  d o u b l e  p o i n t s  h a v e  a l s o  
b e e n  c a l l e d  s y n o d i c  o r  s e l e n o i d  s a t e l l i t e s .  T h e y  
c o u l d  b e  u s e d  f o r  b e a c o n s  i n  s p a c e ,  a s  a s t r o n o m i -
c a l  o b s e r v a t o r i e s ,  f o r  c o n d u c t i n g  l o n g - t e r m  e x -
p e r i m e n t s  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e  a n d  f o r  s p a c e  
s  u r v e i l l a n c  e .  
7 .  L u n a r  P a s s a g e s  t o  E s c a p e  
T h e  m o o n  c a n  b e  u s e d  t o  a c c e l e r a t e  o r  d e c e l -
e r a t e  a  s p a c e  v e h i c l e  f o r  i n t e r p l a n e t a r y  m i s s  i o n s  
o r  s o l a r  p r o b e s  s i n c e  t h e  m o o n  a n d  m o s t  p l a n e t s  
a r e  v e r y  c l o s e  t o  t h e  p l a n e  o f  t h e  e c l i p t i c .  A c c e l -
e r a t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  c a n  b e  a c c o m p l i s h e d  
b y  p l a n n i n g  t h e  a p p r o a c h  t r a j e c t o r y  t o  p a s s  v e r y  
c l o s e  t o  t h e  m o o n  a n d  p a s s  o u t  o f  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  m o o n  i n  t h e  g e n e r a l  d i r e c t i o n  o f  t h e  m o o n  1  s  
o r b i t a l  m o t i o n  a r o u n d  e a r t h .  T h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  
i n  g e o c e n t r i c  n o n r o t a t i n g  c o o r d i n a t e s  i l l u s t r a t e s  
t h i s  s p e c i a l  c a s e .  
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T h e  m a x i m u m  v e l o c i t y  i n c r e m e n t  t h a t  c a n  b e  
g a i n e d  i s  a p p r o x i m a t e l y  1 4 8 0  m  ( s e c .  T h e  v e h i c l e  
a c c e l e r a t i o n  c a n  b e  a c c o m p l i s h e d  o n  a  d e s c e n d i n g  
a r m  a s  w e l l .  R e t r o g r a d e  t r a j e c t o r i e s  c a n  a l s o  
b e  u s e d ,  b u t  a r e  n o t  r e a l l y  p r a c t i c a l  b e c a u s e  o f  
t h e  l a r g e r  1 : : , .  V  r e q u i r e d  [ o r  e a r t h  d e p a r t u r e .  I n  
a d d i t i o n ,  t h e  m o o n  c a n  b e  u s e d  t o  d e c e l e r a t e  a  
s p a c e  v e h i c l e .  D e c e l e r a t i o n  w o u l d  b e  o b t a i n e d  b y  
p a s s i n g  o u t  o f  t h e  m o o n t s  v i c i n i t y  i n  a  d i r e c t i o n  
o p p o s i t e  t o  t h e  m o o n  t  s  o r b i t a l  m o t i o n  a r o u n d  t h e  
e a r t h .  
T h e  p r a c t i c a l i t y  o f  p l a n n i n g  p r o b e s  i n  t h i s  
f a s h i o n  i s  d e b a t a b l e  a t  t h i s  t i m e  d u e  t o  t h e  i n -
c r e a s e d  g u i d a n c e  a c c u r a c y  r e q u i r e d .  T o  t a k e  
f u l l  a d v a n t a g e  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  
t h e  m o o n ,  t h e  f o l l o w i n g  i t e m s  a r e  n e c e s s a r y :  
( 1 )  T h e  a p p r o a c h  t o  t h e  m o o n  s h o u l c t  b e  a s  
c l o s e  a s  p o s s i b l e .  
( 2 )  T h e  p e r i c y n t h i o n ,  o r  p o i n t  o [  c l o s e s t  a p -
p r o a c h  t o  t h e  m o o n ,  h a s  t o  b e  c o n t r o l l e d  
c l o s e l y  i n  o r d e r  t o  t u r n  t h e  t r a j e c t o r y  i n  
t h e  d e s i r e d  d i r e c t i o n  ( s e e  t h e  p r e c e d i n g  
s k e t c h .  
( 3 )  T h e  l a u n c h  t i m e  t o l e r a n c e  i s  v e r y  s t r i n -
g e n t  s i n c e  b o t h  t h e  m o o n  a n d  p l a n e t  o r  
s u n  m u s t  b e  i n  a  f a v o r a b l e  p o s i t i o n  a t  
t i m e  o f  p e r i c y n t h i o n .  
8 .  N o m e n c l a t u r e  a n d  C h a r a c t e r i s t i c s  o f  a  C i r -
c  u m l u n a r  T r a J e c  t o r y  
T h e  b a l l i s t i c  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  d i s c u s s e d  a b o v e  
b e h a v e  v e r y  s i m i l a r l y  d u r i n g  t r a n s i t  t o  a n d  f r o m  
t h e  m o o n .  A  f u n d a m e n t a l  p l a n e  o f  r e f e r e n c e  f o r  
s  u c  h  t r a j e c  t o r i e s  i s  t h e  m o o n  1  s  o r b i t a l  p l a n e  
( M O P )  u s e d  e a r l i e r  i n  t h i s  s e c t i o n .  F o r  t h i s  d i s -
c u s s i o n  a  c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r y  w h i c h  i s  n o t  
r e s t r i c t e d  t o  t h e  M O P  i s  u s e d  a s  a n  e x a m p l e .  
T h e  n o m e n c l a t u r e  u s e d  h e r e  i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h a t  
g i v e n  i n  t h e  V o i c e  d i s c u s s i o n  o f  S e c t i o n  C  a n d  
t h a t  d e s c r i b i n g  a l l  t r a j e c t o r y  d a t a  t h r o u g h o u t  t h e  
r e m a i n i n g  c h a p t e r s .  
T h e  o u t g o i n g  t r a j e c t o r y  t o  t h e  m o o n  i s  t e r m e d  
a  t r a n s  l u n a r  t r a j e c t o r y .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  
i n j e c t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  i n t o  t h e  t r a n s  l u n a r  
t r a j e c t o r y  o c c u r s  n e a r  e a r t h ,  a n d  a  s e r i e s  o f  
t w o - b o d y  f o r c e  m o d e l s  i s  u s e d  i n  t h e  a p p r o x i m a -
t i o n  o f  t h e  e n t i r e  t r a j e c t o r y .  T h e  c o n n e c t i o n  o r  
p a t c h i n g  b e t w e e n  t h e  d i f f e r e n t  t w o - b o d y  t r a j e c t o r i e s  
o c c u r s  n e a r  t h e  m o o n .  T h e  e c c e n t r i c i t y  o f  t h e  
t r a n s  l u n a r  a n d  t r a n s  e a r t h  ( a  t r a j e c t o r y  f r o m  t h e  
v i c  i n i t y  o [  t h e  m o o n  t o  t h e  v i c  i n i t y  o f  t h e  e a r t h )  
t r a j e c  t o r i e s  i s  l a r g e r  t h a n  O .  9 5 .  
T h e  s p a c e  v e h i c l e  c a n  l e a v e  t h e  e a r t h  i n  f o u r  
d i r e c t i o n s ,  d i r e c t  n o r t h ,  d i r e c t  s o u t h ,  r e t r o g r a d e  
n o r t h ,  a n d  r e t r o g r a d e  s o u t h .  T h e s e  d e p a r t u r e  
d i r e c t i o n s  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h .  
T h e s e  d e p a r t u r e  d i r e c t i o n s  a r e  b a s e d  o n  w h e t h e r  
t h e  t r a j e c t o r y  a t  i n j e c t i o n  i s  d i r e c t  o r  r e t r o g r a d e ,  
a b o v e  ( n o r t h ) ,  o r  b e l o w  ( s o u t h )  t h e  M O P .  T h e  
i n j e c t i o n  p o s i t i o n  i s  g i v e n  b y  t h e  a n g l e  t J i
O  
w h i c h  
i s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  t r a n s -
l u n a r  t r a j e c t o r y  p l a n e  w i t h  t h e  M O P ,  w h i c h  i s  
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r e b  0  a n d  V e
6  
0  d e f l n e  t h e  t r a n s  l u n a r  t r a j e c t o r y  
[  
, /  
E ! )  
L u n a r  
M o t i o n  
-~ 
p l a n e  w h e r e  r e L ' >  0  i s  t h e  r a d i u s  v e c t o r  a t  i n j e c t i o n .  
T h e  i n j e c t i o n  f l i g h t  p a t h  a n g l e  Y e O  i s  m e a s u r e d  
f r o ! p  t h e  l o c a l  h o r i z o n t a l  ( a  p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  
t o  r  e L ' >  0 )  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m o o n ' s  m o t i o n  
t o  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  i n  t h e  t r a n s  l u n a r  p l a n e  ( s e e  
p r e c e d i n g  s k e t c h ) .  T h e  p o s i t i v e  x E - a x i s  i s  d i . -
r e c t e d  a p p r o x i m a t e l y  t o w a r d  t h e  m o o n  a t  t h e  t i m e  
o f  p e r i c y n t h i o n  w h i l e  i V T L  i s  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  
t h e  t r a n s  l u n a r  p l a n e  t o  t h e  M O P  a t  t h e  t i m e  o f  
i n j e c t i o n .  I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h  ( r  e L ' >  <  2 0 0 , 0 0 0  
k m ) ,  i V T L  i s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t  b e i n g  a f f e c t e d  
p r i m a r i l y  b y  t h e  o b l a t e n e s s  o f  t h e  e a r t h .  A s  t h e  
v e h i c l e  n e a r s  t h e  m o o n  ( r  e L ' »  2 0 0 , 0 0 0  k m ) ,  t h e  
t r a j e c t o r y  i s  i n f l u e n c e d  t o  a  g r e a t e r  d e g r e e  b y  
t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  m o o n ,  t h e r e b y  
c a u s i n g  i V T L  t o  c h a n g e .  T h i s  i s  d e m o n s t r a t e d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h .  
~ C o n s i d e r  a  s p a c e  v e h i c l . e  w i t h  a  p O S i t i o n  v e c t o r  
r  e L ' >  a n d  a  v e l o c  i t y  v e c t o r  V e L ' >  r e l a t i v e  t o  e a r t h .  
T h e  s p a c e  v e h i c l e  w i l l  b e  ~celerated t o w a r d  t h e  
m o o n  b y  t h e  l u n a r  g r a v i t y  g ( ] .  D u r i n g  a  s h o r t  
t i m e  i n t e r v a l  L ' >  t  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  v e h i c l e  w i l l  
b e  c h a n g e d  b y  a n  a m o u n t  L ' >  V  a l o n g  t h e  l i n e  o f  
~ g  
a c t i o n  o f  g  a  .  
B y  a s s u m i n g  t h a t  r  L ' >  r e m a i n s  u n c h a n g e d ,  t h e  
e  - '  
~esultan: . . .  v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  i s  V e L ' >  2  =  
V e L ' >  1  +  b .  V
g
.  T h e  p l a n e  f o r m e d  b y - ,  r e L ' >  1  a n d  . . . .  V e L ' >  1  
i s  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  f o r m e d  b y  r e b . l  a n d  V e 6 2 '  
a n d  i t s  t r a n s  l u n a r  i n c  ! i n a t i o n  d i f f e r s  f r o m  t h e  
o r i g i n a l  t r a n s  l u n a r  i n c l i n a t i o n  b y  L ' > i
V T L
.  H e n c e ,  
l u n a r  g r a v i t y  c a u s e s  t h e  s p a c e  v e h i c l e  t o  d r i f t  
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f r o m  t h e  o r i g i n a l  t r a n s  l u n a r  p l a n e ,  a n d  t h e  r a t e  
o f  d r i f t ,  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  m o o n ,  i n c r e a s e s  a s  
t h e  m o o n  i s  a p p r o a c  h e d  s i n c e  t a  i n c  r e a s  e s .  T h i s  
d r i f t  h a s  o c c a s i o n a l l y  b e e n  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  f o -
c u s i n g  e f f e c t  o f  t h e  m o o n .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  s p e e d  
o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  e a r t h  i n c r e a s e s  a s  
t h e  m o o n  i s  n e a r e d .  T h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  s h o w s  
t h e  d r i f t  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a  l u n a r  t r a j e c t o r y .  
A  s i m i l a r  d r i f t  i s  e x p e r i e n c e d  o n  t h e  t r i p  b a c k  
t o  e a r t h  ( t r a n s  e a r t h  t r a j e c t o r y )  e x c e p t  t h a t  t h e  
v e h i c l e  d r i f t s  i n t o  t h e  f i n a l  r e t u r n  i n c l i n a t i o n  
i
V T E
·  
O n  r e t u r n  t o  e a r t h ,  t h e  t r a n s  e a r t h  t r a j e c t o r y  
m a y  a p p r o a c h  i t  f r o m  v a r i o u s  d i r e c t i o n s .  A s  w a s  
t h e  c a s e  f o r  t h e  t r a n s  l u n a r  i n j e c t i o n ,  t h e  d i r e c t i o n s  
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o f  r e t u r n  a r e  c l a s s i f i e d  a s  d e p i c t e d  i n  t h e  f o l l o w -
i n g  s k e t c h ,  w h e r e  i V T E  i s  t h e  f i n a l  i n c l i n a t i o n  o f  
t h e  t r a n s  e a r t h  t r a j e c t o r y :  
B .  F O R C E  M O D E L S  F O R  L U N A R  
T R A J E C T O R Y  C A L C U L A T I O N S  
I n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  
n o m e n c l a t u r e  o f  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  w e r e  i n t r o d u c e d .  
T h e s e  t r a j e c t o r y  c h a r a c t e r i s t i c s  c o u l d  b e  i n t r o -
d u c e d  w i t h  v e r y  l i t t l e  a t t e n t i o n  t o  t h e  p h y s i c a l  a n d  
m a t h e m a t i c a l  b a c k g r o u n d  o f  h o w  t h e  p o s i t i o n  o f  
t h e  s p a c e  v e h i c l e  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e ,  o r  i t s  t r a -
j e c t o r y ,  i s  o b t a i n e d .  H o w e v e r ,  i n  a n y  q u a n t i t a t i v e  
w o r k ,  b e  i t  p r e c i s e  o r  a p p r o x i m a t e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  
t o  k n o w  w h a t  p h y s i c a l  m o d e l  u n d e r l i e s  t h e  c a l c u l a -
t i o n s  a n d  b y  w h a t  m a t h e m a t i c a l  m e t h o d  t h e  t r a j e c -
t o r y  w a s  o b t a i n e d .  T h e  e m p h a S i s  i n  t h e  p r e s e n t  
s e c t i o n  w i l l  b e  o n  t h e  a s s u m e d  f o r c e  m o d e l  f o r  
d e r i v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  s i n c e  t h e  a n a l y t i -
c a l  a n d  n u m e r i c a l  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  t h e s e  e q u a -
t i o n s  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I V  o f  R e f .  3 .  
V a r i o u s  d e g r e e s  o f  s o p h i s t i c a t i o n  a r e  p o s s i b l e  
i n  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  f o r c e s  a c t i n g  o n  a  v e h i c l e  
i n  t h e  e a r t h - m o o n  e n v i r o n m e n t .  T h e s e  f o r c e  
m o d e l s  v a r y  i n  c o m p l e x i t y  a s  d o e s  t h e  e a s e  a s  
w e l l  a s  c o s t  o f  g e n e r a t i n g  t r a j e c t o r i e s  a n d  o b t a i n -
i n g  v a l u e s  f o r  t r a j e c t o r y  p a r a m e t e r s  f o r  a  g i v e n  
l u n a r  m i s s i o n .  R o u g h  a p p r o x i m a t i o n s  s h o u l d  n o t  
b e  d i s c a r d e d  s i m p l y  b e c a u s e  t h e y  a r e  a p p r o x i m a -
t i o n s .  D i f f e r e n t  a p p r o x i m a t i o n s  i n  t h e  f o r c e  m o d e l  
v a r y  i n  t h e i r  s e n s i t i v i t y  t o  d i f f e r e n t  p a r a m e t e r s ,  
a n d  a  v e r y  c r u d e  a p p r o x i m a t i o n  f o r  o n e  p a r a m e t e r  
m a y  b e  a n  e x c e l l e n t  o r  a t  l e a s t  a n  a d e q u a t e  o n e  
f o r  a n o t h e r ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  u l t i m a t e  u s e  o f  t h e  
g e n e r a t e d  t r a j e c t o r i e s .  
I n  g e n e r a l ,  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  b e t w e e n  t w o  
s e p a r a t e  t r a j e c t o r i e s  o f  a  g i v e n  f o r c e  m o d e l  i s  
s m a l l e r  t h a n  t h e  a b s o l u t e  e r r o r  b e t w e e n  a  t r a j e c -
t o r y  u s i n g  t h e  g i v e n  f o r c e  m o d e l  a n d  o n e  a c t u a l l y  
f l o w n  i n  t h e  e a r t h - m o o n  e n v i r o n m e n t .  H e n c e ,  a  
v e r y  s i m p l e  f o r c e  m o d e l  m a y  b e  u s e d  t o  r e s t r i c t  
t h e  r a n g e  o f  e a c h  t r a j e c t o r y  p a r a m e t e r  f o r  t h e  
r e q u i r e d  l u n a r  m i s s i o n  a s  w e l l  a s  t o  o b t a i n  t h e  
a l l o w a b l e  e r r o r s  i n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  s u c c e s s -
f u l  c o m p l e t i o n  o f  t h e  m i s s i o n  a n d  t o  o b t a i n  g u i d -
a n c e  s e n s i t i v i t i e s .  A n y  c o n c l u s i o n s  d r a w n  f r o m  
t r a j e c t o r i e s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s i m p l e  m o d e l  m a y  
t h e n  b e  v e r i f i e d  b y  g e n e r a t i n g  a  s m a l l  n u m b e r  o f  
t r a j e c t o r i e s  u s i n g  a  m o r e  s o p h i s t i c a t e d  f o r c e  
m o d e l .  
I n  t h e  f o l l o w i n g  t e x t ,  v a r i o u s  f o r c e  m o d e l s  
t h a t  h a v e  b e e n  e m p l o y e d  i n  g e n e r a t i n g  l u n a r  t r a -
j e c t o r i e s  a r e  d i s c u s s e d  i n  t h e  o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  
c o m p l e x i t y ,  a n d  q u a n t i t a t i v e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
t h e  m o d e l s  a r e  g i v e n  w h e n e v e r  p o s s i b l e .  
1 .  S u c c e s s i o n  o f  T w o - B o d y  T r a j e c t o r i e s  
T h e  s i m p l e s t  a p p r o a c h  t o  l u n a r  t r a j e c t o r y  
s t u d i e s  i s  t o  t r e a t  t h e  t r a n s i t  o f  a  v e h i c l e  f r o m  
e a r t h  t o  m o o n  a s  a  s u c c e s s i o n  o f  r e s t r i c t e d  t w o -
b o d y  p r o b l e m s .  I n  t h e  i n i t i a l  p h a s e  o f  f l i g h t  t h e  
v e h i c l e  i s  a s s u m e d  t o  b e  i n  t h e  e a r t h ' s  g r a v i t a -
t i o n a l  f i e l d  a l o n e  a n d  i t s  m a s s  M L : ! .  i s  n e g l i g i b l e  
c o m p a r e d  t o  t h e  m a s s  o f  t h e  e a r t h  ~ .  A t  s o m e  
p o i n t  a l o n g  t h e  t r a j e c t o r y  t h e  v e h i c l e  w i l l  p a s s  i n t o  
a  r e g i o n  w h e r e  t h e  m o o n ' s  f i e l d  i s  p r e d o m i n a n t .  
I t  w i l l  t h e n  b e  a s s u m e d  t o  b e  i n  t h e  m o o n ' s  f i e l d  
a l o n e  a n d  i t s  m a s s  M L : ! .  i s  n e g l i g i b l e  c o m p a r e d  t o  
t h e  m a s s  o f  t h e  m o o n  M
q
.  T h i s  a p p r o a c h  a l l o w s  
a  s p l i t t i n g  o f  t h e  t r a j e c t o r y  d e t e r m i n a t i o n  i n t o  
v a r i o u s  p h a s e s ,  n a m e l y  t h e  s t u d y  o f  ( 1 )  p l a n a r  d y -
n a m i c s  o f  t h e  e a r t h ' s  f i e l d ,  ( 2 )  t r a n s i t i o n  f r o m  
e a r t h  t o  m o o n  i n f l u e n c e  w h e r e  t h e  c r i t e r i a  f o r  
p a s s i n g  f r o m  p h a s e  ( 1 )  t o  t h e  n e x t  p h a s e  a r e  d i s -
c u s s e d ,  ( 3 )  p l a n a r  d y n a m i c s  o f  t h e  l u n a r  f i e l d ,  
a n d  ( 4 )  t h r e e - d i m e n s i o n a l  e f f e c t s  w h e n  t h e  v e h i c l e  
i s  n o t  i n  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e .  M a n y  c h a r -
a c t e r i s t i c s  o f  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  m a y  b e  i n t r o d u c e d  
l o g i c a l l y  a n d  s t u d i e d  o n  t h e  b a s i s  o f  t h i s  a p p r o a c h .  
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h i s  f o r c e  m o d e l ,  l i k e  a n y  
o t h e r  m o d e l ,  w i l l  b e  m o r e  a c c u r a t e  f o r  s h o r t  
l u n a r  m i s s i o n s  t h a n  f o r  l o n g e r  o n e s ,  s i n c e  t h e  
n e g l e c t e d  e f f e c t s  ( d i s c u s s e d  b e l o w )  r e s u l t  f r o m  
a c c e l e r a t i o n s  a c t i n g  o v e r  t h e  e n t i r e  t r a n s i t  t i m e .  
T h i s  a p p r o a c h  i s  e x p e c t e d  t o  b e  r e a s o n a b l y  g o o d  
f o r  l u n a r  i m p a c t  t r a j e c t o r i e s ,  a n d  f o r  c i r c u m l u n a r  
f l i g h t .  H o w e v e r ,  p r o l o n g e d  f l i g h t s  n e a r  t h e  m o o n ,  
s u c h  a s  l u n a r  s a t e l l i t e s ,  s h o u l d  b e  a n a l y z e d  b y  u s e  
o f  m o r e  e x a c t  m o d e l s .  
a .  P l a n a r  d y n a m i c s  o f  t h e  e a r t h ' s  f i e l d  
F o r  t h i s  t w o - b o d y  p r o b l e m  t h e  v e h i c l e  m o v e s  
i n  a  p l a n e  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  e a r t h ' s  c e n t e r .  T h e  
m o o n  r e v o l v e s  a r o u n d  t h e  e a r t h  i n  t h e  s a m e  p l a n e  
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w i t h  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  u . e 4  a t  a  m e a n  d i s t a n c e  
r e q  =  1  L U .  T h e  m o o n  i s  t r e a t e d  h e r e  a s  a  
m a s s l e s s  p o i n t  w i t h o u t  i n f l u e n c e  o n  t h e  v e h i c l e  
t r a j e c t o r y .  T h u s  a n y  n o n r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s -
t e r n  a t  t h e  e a r t h  I  s  c e n t e r  o (  m a s s  i s  i n e r t i a l .  I n  
i n e r t i a l  p l a n e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  r  e L ) . '  e e L ) . '  a s  
s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a r e :  
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w h e r e  E e  a n d  h e  a r e  i t s  e n e r g y  a n d  t h e  m a g n i t u d e  
o f  i t s  a n g u l a r  m o m e n t u m  p e r  u n i t  m a s s ,  r e s p e c -
t i v e l y .  E q u a t i o n  ( 9 )  y i e l d s  t h e  f i n a l  t w o  i n t e g r a l s  
( s e e  R e f .  4 ,  f o r  e x a m p l e )  
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w h e r e  t  i s  t h e  t o t a l  t i m e  o f  f l i g h t  a n d  e O  ~ t h e  
t o t a l  i n - p l a n e  a n g l e  f r o m  r  e L ! . O  t o  r $ 4  
A s  i s  w e l l  k n o w n ,  t h e  t r a j e c t o r y  o b t a i n e d  
f r o m  E q  ( 8 )  i s  a  c o n i c  s e c t i o n  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  
t r a j e c t o r y  w i t h  f o c u s  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h .  
I t  r e m a i n s  t o  o r i e n t  t h e  i n j e c t i o n  p o i n t  o n  t h i s  
c o n i c  s e c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m o o n  a t  i n j e c -
t i o n  b y  t h e  a n g l e  
< l ?  B o a  ±  w~~ t , 
( 1 2 )  
w h e r e  t h e  n e g a t i v e  s i g n  a p p l i e s  f o r  d i r e c t  a n d  
t h e  p o s i t i v e  s i g n  f o r  r e t r o g r a d e  t r a j e c t o r i e s .  
A  c o n s i s t e n t  s e t  o f  c o n s t a n t s  r e q u i r e d  i n  E q s  
( 8 )  t h r o u g h  ( 1 1 )  i s :  
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I n s p e c t i o n  o f  E q s  ( 1 0 )  a n d  ( 1 1 )  i n  t h e  l i g h t  o f  
E q  ( 9 )  r e v e a l s  ( R e f .  4 )  t h a t  t h e  t i m e  o f  f l i g h t  i s  
i n s e n s i t i v e  t o  t h e  b u r n o u t  f l i g h t  p a t h  a n g l e  Y e O '  
b u t  i s  a  s t r o n g  f u n c t i o n  o f  e n e r g y  o r  b u r n o u t  
v e l o c  i t y  V e L ! . O .  T h e  t o t a l  i n  - p l a n e  a n g l e  e o a  '  o n  
t h e  o t h e r  h a n d ,  i s  r a t h e r  i n s e n s i t i v e  t o  V e L ! . O  
a n d  i s  a  s t r o n g  f u n c t i o n  o f  Y e O .  T h e s e  r e l a t i o n s  
a r e  d e p i c t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h e s  f o r  a  r e p -
r e s e n t a t i v e  i n j e c t i o n  r a d i u s  o f  r  e L ! . O  =  6 7 4 0  k m .  
8 0  
7 0  
- ; :  
' "  
. ,  
6 0  
. c  
' "  
.~ 
. . . .  
5 0  
. .  
. .  
0  
.  
4 0  
. ' l  
. .  
3 0  
2 0  
1 0 8 0 0  
1 0 9 0 0  
1 1 0 0 0  
l l 1 0 0  
l l 2 0 0  
I n j e c t i o n  V e l o c i t y ,  V e b . Q  ( m / s e c )  
S i n c e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  m o o n  h a s  b e e n  i g n o r e d ,  t h e  
f l i g h t  t i m e  a n d  t o t a l  i n - p l a n e  a n g l e  f o r  e a r t h -
m o o n  t r a n s f e r  c a l c u l a t e d  f r o m  E q s  ( 1 0 )  a n d  ( 1 1 )  
a r e  a p p r o x i m a t e .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  r e l a t i v e l y  
p o o r  n e a r  m i n i m u m  v e l o c i t i e s  ( V e d m i n  a n d  b e -
c o m e s  p r o g r e s s i v e l y  b e t t e r  a s  t h e  i n j e c t i o n  v e -
l o c i t y  V e L ! . O  i s  i n c r e a s e d  ( f o r  s o m e  c o m p a r i s o n  
b e t w e e n  t h e s e  a p p r o x i m a t e  a n d  m o r e  e x a c t  r e -
s u l t s  s e e  R e f .  5 ) .  F o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  
v i s i b i l i t y  f r o m  e a r t h ,  f o r  i n s t a n c e ,  E q s  ( 1 0 )  a n d  
( 1 1 )  a r e  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e .  
b .  T r a n s i t i o n  f r o m  e a r t h - t o - m o o n  i n f l u e n c e  
T h e  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  e a r t h  t o  t h e  l u n a r  
g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  m a y  b e  m a d e  i n  v a r i o u s  w a y s .  
P e r h a p s  t h e  S i m p l e s t  i s  t o  s t o p  t h e  t r a n s l u n a r  
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I n j e c t i o n  F l i g h t  P a t h  A n g l e ,  ~ ( d e g )  
e O  
t r a j e c t o r y ,  a s  w a s  d o n e  i n  t h e  p r e v i o u s  s u b s e c -
t i o n '  a t  a  r a d i u s  r e ; q  , t h e  m e a n  d i s t a n c e  t o _ t h e  
m o o n ,  a n d  r e g a r d  t h e s e  c o n d i t i o n s  a t  r  e 6  ' "  r
G l
(  
a s  o c c u r r i n g  a t  i n f i n i t y  r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n .  
T h i s  a p p r o a c h  h a s  b e e n  t a k e n  i n  R e f .  4 ,  f o r  e x -
a m p l e ,  a n d  i t  m a y  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  m a s s -
l e s s  m o o n  a s s u m p t i o n .  
H o w e v e r ,  a  m o r e  n a t u r a l  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  
e a r t h  I  s  t o  t h e  m o o n  I  s  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  m a y  b e  
t a k e n  a t  t h e  l o c a t i o n  i n  s p a c e  w h e n  t h e  r a t i o  o f  
t h e  l u n a r  d i s t u r b i n g  f o r c e  t o  t h e  c e n t r a l  f o r c e  
d u e  t o  t h e  e a r t h  I  s  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  b e -
c o m e s  l a r g e r  t h a n  t h e  r a t i o  o f  t h e  e a r t h  I  s  d i s -
t u r b i n g  f o r c e  t o  t h e  c e n t r a l  f o r c e  o f  t h e  l u n a r  
a t t r a c t i o n .  T h i s  r e g i o n  i s  c a l l e d  t h e  s p h e r e  o f  
i n f l u e n c e  o f  t h e  m o o n ,  a l t h o u g h  i t  i s  s l i g h t l y  e g g -
s h a p e d  w i t h  t h e  b l u n t  e n d  f a c i n g  t h e  e a r t h ,  r a t h e r  
t h a n  s p h e r i c a l .  T h e  b o u n d a r y  o f  t h e  s p h e r e  o f  
i n f l u e n c e  o f  t h e  m o o n  c a n  b e  f o u n d  a s  f o l l o w s .  
D e f i n e  d i s t a n c e s  b y  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  w h e r e  
t h e  p l a n e  o f  t h e  p a p e r  i s  t h e  p l a n e  o f  t h e  e a r t h ,  
m o o n ,  a n d  s p a c e  v e h i c l e  a t  i t s  e n t r y  i n t o  t h e  
s p h e r e  o f  i n f l u e n c e :  
6 .  
f ' t v Q , 6  
JL~6 
~ 
~--- - - - _ . _ - - - ' - - - - - _ . - - - - - - - - - - -
9 0  
I V  - 1 5  
- - - - - - ----~ 
r l B ( f  e a r t h - m o o n  d i s t a n c e  
r ( j / L l  
e a r t h - s p a c e  v e h i c l e  d i s t a n c e  
r d l l  ' "  m o o n - s p a c e  v e h i c l e  d i s t a n c e  
T h e  g r a v i t a t i o n a l  a c c e l e r a t i o n  o r  f o r c e  p e r  u n i t  
m a s s ,  o n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  d u e  t o  t h e  m o o n ,  o r  
t h e  l u n a r  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  i n t e n s i t y  a t  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  h a s  t h e  m a g n i t u d e  
f « . A  
G M
q  
~ , 
r  d A  
( 1 4 )  
i t s  a c c e l e r a t i o n  d u e  t o  t h e  e a r t h  h a s  t h e  m a g n i -
t u d e  
f  
& 6  
G M E ! )  
~ ' 
r  E ! ) £ ) .  
( 1 5 )  
a n d  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  m o o n  d u e  
t o  t h e  e a r t h  
fEP~ 
G M E ! )  
~ 
r  E ! l < t  
( 1 6 )  
T h e  r a t i o  o f  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e  o f  t h e  e a r t h  t o  
t h e  a t t r a c t i o n  o f  t h e  m o o n  i s  g i v e n  b y  
f a l 6  - f e a  
f~6 
(
M E . 9 \  2  
' "  ~ r a e ,  
( r e a  +  rE!) ~ )  ( r $ «  - r e e ,  )  
2  2  
r  a l l ' .  r e a  
( 1 7 )  
S i m i l a r l y ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  d i s t u r b i n g  f o r c e  o f  t h e  
m o o n  t o  t h e  a t t r a c t i o n  o f  t h e  e a r t h  i s  g i v e n  b y :  
f 4 6  - f a e  
f~M 
(: H  
2  
r e 6  
( r e a  + r a e ,  )  ( r e a  - r
a
. 6 )  
w h e r e  
fq~ 
2  2  
r  q. 6  r  E l l  I I  
G M ( l  
- - - z - - -
r  E l l a  
(  1 8 )  
(  1 9 )  
i s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  e a r t h  d u e  
t o  t h e  m o o n .  T h e  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e  o f  t h e  m o o n  
i s  t h e  r e g i o n  
f $ 6  
- f  
$~ 
r
M  
f a L l  - f a  E B  
f E B b . .  
<  
a n d  i t s  b o u n d a r y  i s  g i v e n  b y  
f~M - f ( l ) O  
f a b .  
f a e ,  - f U $  
f E M  
( 2 0 )  
( 2 1 )  
--~ ---~ ---~ - - -
o r ,  i f  w e  s u b s t i t u t e  f r o m  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  
o f  E q s  ( 1 7 )  a n d  ( 1 8 ) ,  t h e  b o u n d a r y  i s  d e f i n e d  a s :  
2  
4  
r  ( { L ' . .  
(
: a )  .  4  
e  rEB~ 
( r
e
< !  +  r 4 L ' . .  )  ( r e a  
( r e < I  +  r $ L ' . .  )  ( r
e
«  
- r q L ' . .  )  
+ r  
e L ' . .  
( 2 2 )  
I t  c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s k e t c h  t h a t  
t h e  d i s t u r b i n g  e f f e c t  i s  l a r g e s t  w h e n  t h e  v e h i c l e  
i s  o n  t h e  e a r t h  - m o o n  l i n e  b e t w e e n  t h e  e a r t h  a n d  
m o o n ,  a n d  s m a l l e s t  w h e n  i t  i s  o n  t h e  o p p o s i t e  s i d e  
o f  t h e  m o o n  f r o m  t h e  e a r t h .  C a l l i n g  r a L ' . .  p o s i -
t i v e  i n  t h e  f o r m e r  c a s e ,  n e g a t i v e  i n  t h e  l a t t e r ,  
t h e  r a d i i  a t  t h e s e  t w o  p o i n t s  o f  c o n j u n c t i o n  a r e :  
r e L ' . .  
r C i L ' . .  
r e a  
- r  
e l L ' . .  
r  - r  
e Q  E a L ' . .  
a n d  E q  ( 2 2 )  c a n  b e  w r i t t e n :  
M  2 ( 5  r  
r C i L ' . .  =  ( M !  j  r E M  (2~e(l({ 
+  r  1 ( 5  
- : - ¥ - )  
Q L ' . .  
( 2 3 )  
E q u a t i o n  ( 2 3 )  c a n  b e  s o l v e d  b y  i t e r a t i o n ,  a n d  t h e  
b o u n d a r y  o f  t h e  " s p h e r e  o f  i n f l u e n c e "  o f  t h e  m o o n  
o n  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e  i s  5 1 ,  8 7 0  k m  i n  f r o n t  o f  t h e  
m o o n  a n d  6 3 , 7 9 0  k m  b e h i n d  t h e  m o o n  f o r  a  v a l u e  
M  
o f  M e  =  8 1 .  3 5 7 .  A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  E q  ( 2 3 ) ,  t h e  
~ 
" s p h e r e "  o f  i n f l u e n c e  i s  n o t  a  t r u e  s p h e r e  b u t  h a s  
a  b u l g e  b e h i n d  t h e  m o o n .  
I t  i s  i n s t r u c t i v e  t o  c o m p u t e  t h e  s p h e r e  o f  
i n f l u e n c e  o f  t h e  e a r t h  i n  i t s  a s s u m e d  c i r c u l a r  
o r b i t  a r o u n d  t h e  s u n .  E q u a t i o n  ( 2 3 )  c a n  b e  u s e d  
d i r e c t l y  i f  w e  r e p l a c e  t h e  e a r t h  s y m b o l  b y  t h e  s u n  
s y m b o l  a n d  t h e  m o o n  s y m b o l  b y  t h e  e a r t h  s y m b o l  
i n  t h a t  e q u a t i o n :  
2  ( 5  
=  ( : e  ~ rO~ 
o  
(  
+  1 ( 5  
r
0 e  
r E a L ' . . )  
2  r O e  - r e L ' . .  
r E a L ' . .  
( 2 4 )  
M O  
I n  t h e  s u n - e a r t h  s y s t e m  M : : - =  3 3 2 , 4 4 0 .  H e n c e  
e  
r O  »  r " " ,  a n d  t h e  s p h e r i c a l  r e g i o n  a p p r o x i -
.  e  w L ' . .  
m a t i n g  t h e  e a r t h ' s  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e  i s  g i v e n  b y  
( : e  ~ 2 ( 5  
( ' )  
1  1 / 5  
' V  ( - )  r  
- 2  O E l l  
( 2 5 )  
r E l l L ' . .  
F o r  a  m e a n  s o l a r  d i s t a n c e  o f  r O O  =  1 4 9 . 5 3  x  1 0
6  
k m ,  t h e  " r a d i u s "  o f  t h e  e a r t h  I  s  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e  
i s  
r E l l L ' . .  
8 0 5 , 0 0 0  k m ,  
I V - 1 6  
w h i c h  i s  m o r e  t h a n  t w i c e  t h e  m e a n  d i s t a n c e  o f  
t h e  m o o n  f r o m  t h e  e a r t h .  T h e  m o o n ,  a s  w e l l  a s  
l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  i s  w i t h i n  t h e  e a r t h  I  s  s p h e r e  
o f  i n f l u e n c e ,  w h i c h  j u s t i f i e s  t h e  o m i s s i o n  o f  t h e  
g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s u n  a s  a  f i r s t  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  m o t i o n  i n  e a r t h - m o o n  s p a c e .  
W h e n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  e n t e r s  t h e  l u n a r  s p h e r e  
o f  i n f l u e n c e ,  i t s  g e o c e n t r i c  i n e r t i a l  p o s i t i o n  
(xe~' Y e L ' . . '  Z e d  a n d  v e l o c i t y  (xe~' Ye~ ' ze~) 
w i l l  b e  t r a n s f o r m e d  t o  a  s e l e n o c e n t r i c  i n e r t i a l  
p o s i t i o n  (xm~ ' Ym~ ' zm~) a n d  v e l o c i t y  (xm~' 
Ym~ ' zm~)and i t s  t r a j e c t o r y  i n  t h e  l u n a r  g r a v i -
t a t i i J n a l  f i e l d  w i l l  b e  c o m p u t e d  ( s e e  t h e  s k e t c h  
o n  p a g e  I V - 4 0 ) .  
F o r  t y p i c a l  l u n a r  t r a j e c t o r y  i n j e c t i o n  v e l o c i t i e s ,  
t h e  v e l o c i t y  a t  t h e  m o o n  a s  g i v e n  b y  t h e  m e t h o d  
o f  r e s i d u a l  v e l o c i t y  a t  i n f i n i t y  i s  h i g h e r  t h a n  t h a t  
g i v e n  b y  t h e  m e t h o d  o f  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e  b y  
a b o u t  1 % .  
A n o t h e r  r e g i o n  a r o u n d  t h e  m o o n  t h a t  h a s  b e e n  
d e f i n e d  i s  t h e  l u n a r  g r a v i s p h e r e  o r  s p h e r e  i n s i d e  
o f  w h i c h  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  b y  t h e  m o o n  e x c e e d s  t h e  a t t r a c t i o n  b y  
e a r t h .  O n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  l u n a r  g r a v i s p h e r e ,  
f r o m  E q s  ( 1 4 )  a n d  ( 1 5 ) :  
f  q  L ' . .  
2  
f G ) L ' . .  o r  r  « L ' . .  
M (  
~ 
2  
r  
e L ' . .  
( 2 6 )  
N u m e r i c a l l y ,  t h i s  a m o u n t s  i n  t h e  e a r t h  - m o o n  
s y s t e m  t o  a  r a t i o  o f  t h e  v e h i c l e  r a d i i  o f  
M  1 / 2  
r a L ' . .  =  (  Q  ' \  =  0 . 1 1 0 9  ( 2 7 )  
r E l l L ' . .  ~ 
I t  i s  m o r e  c o n v e n i e n t  t o  r e p l a c e  t h e  v e h i c l e  
d i s t a n c e  f r o m  e a r t h  o n  t h e  R H S  o f  E q  ( 2 6 )  b y  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  c o s i n e  l a w  i n  t h e  t r i a n g l e  s h o w n  
i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  ( n o t  d r a w n  t o  s c a l e ) .  
2  
r E B  ~ 
L u n a r  
g r  • •  i e p b e r e  
2  2  
r  E B ( [  +  r  I i " "  - 2 r
E B  
c r  r«~ c o s  T I m  
t o  o b t a i n  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  l u n a r  g r a v i s p h e r p ,  
ra~ 
r e d  
- c o s  T ] m  
(
M e  
+ i V f Q  
M e  
w r : : - - 1  
«  
.  2  
S l n  
1 / 2  
T ] m )  
( 2 8 )  
F r o m  t h e  p r e c e d i n g  s k e t c h  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
t h e  l u n a r  g r a v i s p h e r e  h a s  a  r a d i u s  r  g  a n d  c e n t e r  
a t  r
e l l  
+  L l . r  ,  w h e r e  
g  
r  
g  
L l . r  g  
1 / 2  
(~\ 
~ 
r e a  
M e  
- 1  
~ 
r  
4 3 1 8 6 . 6  k m ,  - g -
r e a  
r
e 4  
1  
M e  
~-1 
q  
L l . r  
0 . 1 1 2 2 4 6 7  L U  
4 7 8 8 . 0  k m ,  - g - =  0 . 0 1 2 4 4 4 5  L U  
r e a  
( 2 9 )  
T h e  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  o f  t h e  m o o n ,  w h i c h  i s  
u s e d  i n  t h e  V o i c e  c o m p u t e r  p r o g r a m ,  i s  d e f i n e d  
b y  t h e  r e l a t i o n  
ra~ 
re~ 
<  0 . 1 7 5 ,  
( 3 0 )  
a  n u m b e r  w h i c h  w a s  d e t e r m i n e d  e m p i r i C a l l y  f r o m  
l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  T h e  b o u n d a r y  o f  t h e  v o l u m e  
o f  i n f l u e n c e  i s  g i v e n  b y  
rq~ 
r$~ 
w h e r e  k  
v  
0 . 1 7 5  k  
v  
(
M q  \ 1 / 2  
w e )  ,  
( 3 1 )  
1 . 5 7 8  i s  a  c o n s t a n t  o f  p r o p o r t i o n a l i t y .  
H e n c e ,  t h e  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  i s  a  t y p e  o f  g r a v i -
s p h e r e  w i t h  a  s c a l e  f a c t o r  k v '  l a r g e r  t h a n  t h e  
l u n a r  g r a v i s p h e r e ,  b u t  o n e  t h a t  g i v e s  t h e  b e s t  
l o c a t i o n  f o r  t r a n s f o r m i n g  f r o m  e a r t h  t o  m o o n  
R e g i o n  o f  L u n a r  
( b e h i n d - - m o o n )  
I n f l u e n c e  
( k m )  
R e s t r i c t e d  t h r e e -
~:~a~:~f~nrt':g%l 
4 8 , 3 5 0  
i p h e r e  o r  i n f l u e n c e  
5 1 . 8 7 0  
6 3 , 7 9 0  
l · · · · · ·  
3 8 , 3 9 8 . 6  
4 7 , 9 7 4 . 6  
o l u m e  o f  i n f l u e n c e  
5 7 , 2 8 8 . 4  
8 1 , 5 8 3 . 8  
I V - 1 7  
i n f l u e n c e  i n  t y p i c a l  l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  S i m i l a r  
t o  t h e  g r a v i s p h e r e ,  t h e  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  h a s  
a  r a d i u s  r  v  a n d  c e n t e r  a t  r $ C f +  L I .  r  v '  w h e r e  
r  
v  
r
e
(  
k~1 (:~ ~ 
1 / 2  
L l . r v  
- 2  
M e  
k v  
M~ 
r  
6 9 4 3 6 . 1  k m ,  . . . 2 .  
r e q  
r e a  
1  
- 2  M e  
k v  ~ 
L l . r  
- 1  
" ( 3 2 )  
0 . 1 8 0 4 7 1 9  L U  
1  
1 2 1 4 7 . 7  k m ,  _ _  v _  =  0 . 0 3 1 5 7 3 2  L U  
r e «  
A t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  
t h e  r a t i o  o f  t h e  l u n a r  t o  t h e  e a r t h  1  s  g r a v i t a t i o n a l  
a t t r a c t i o n  o n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  i s :  
f  a~ 
M 4  
~ 
w r ; -
2  
(
r e L l . \ . : :  
r a  ; )  
0 . 4 0 1 4  
( 3 3 )  
T h e  l u n a r  g r a v i s p h e r e  h a s  l i t t l e  s i g n i f i c a n c e  
f r o m  t h e  s t a n d p o i n t  o f  t r a j e c t o r i e s .  T h e  e r r o n e o u s  
b e l i e f  t h a t  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  r e a c h  t h e  p o i n t  o f  
e q u a l  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o r  t h e  b o u n d a r y  o f  
t h e  l u n a r  g r a v i s p h e r e  i n  o r d e r  t o  h i t  t h e  m o o n  
w a s  r e v e a l e d  i n  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  m a d e  b y  
E g o r o v  ( R e f .  1 ) .  A  m u c h  m o r e  s i g n i f i c a n t  r e -
g i o n  f o r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  i s  t h e  l u n a r  v o l -
u m e  o f  i n f l u e n c e  s i n c e  i t  a l l o w s  t h e  u s e  o f  t w o -
b o d y  f o r c e  m o d e l s  f o r  t h e  b e s t  a p p r o x i m a t i o n  o f  
t h r e e - b o d y  o r  n - b o d y  t r a j e c t o r i e s .  
A t  t h i s  p o i n t  i t  w o u l d  b e  h e l p f u l  t o  i l l u s t r a t e  
t h e  l u n a r  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e ,  g r a v i s p h e r e ,  a n d  
v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  a s  w e l l  a s  t h e  b o u n d a r y  o f  
t h e  c l o s e d  r e g i o n  a r o u n d  t h e  m o o n  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  J a c o b i  i n t e g r a l  o f  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
p r o b l e m  ( s e e  a l s o  F i g .  2  o f  C h a p t e r  I I I ) .  T h e s e  
r e g i o n s  a r o u n d  t h e  m o o n  a r e  d r a w n  t o  s c a l e  i n  
F i g .  3 .  H o w e v e r ,  s i n c e  t h e i r  m a x i m u m  a n d  
m i n i m u m  r a d i i  a r e  o n  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e ,  t h e  
t a b l e  b e l o w  g i v e s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e s e  r e g i o n s  
w i t h  t h e  E M L  a n d  t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c s :  
D e s c r i p t i o n  o f  R e g i o n  
N e a r l y  e l l i p t i c a l  r e g i o n  a r o u n d  t h e  m o o n  d e f i n e d  
b y  t h e  J a c o b i  c o n s t a n t  C
2  
( s e e  F i g .  2  a n d  E q  ( 7 7 )  
o f  C h a p t e r  I l l ) .  T h e  b o u n d a r y  s e p a r a t e s  p u r e l y  
l u n a  . . .  o r b i t s  ( r o m  m o o n  e s c a p e  t r a j e c t o r i e s .  
N e a r - s p h e r i c a l  r e g i o n  w i t h  t h e  b o u n d a r y  g i v e n  
b y  E q  ( 2 3 ) .  T h e  l e s s  t h e  r a t i o  o r  t h e  m a s s  o f  t h e  
s m a l l e r  t o  t h a t  o r  t h e  l a r g e r  b o d y .  t h e  m o r e  
s p h e r i c a l  t h i s  r e g i o n .  
R e g i o n  w h e r e  ( h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  
m o o n  e x c e e d s  t h a t  o f  t h e  e a r t h .  I t  i s  s p h e r i < : a . l  
w i t h  c e n t e r  4 7 8 8 . 0  k m  b e h i n d  t h e  m o o n  o n  t h e  
E M L  a n d  w i t h  r a d i u 8  4 3 1 8 6 .  6  k m .  
A  t y p e  o f  g r a v i s p h e  r e  w h i c h  g i v e s  t h e  b e s t  s u c c e s -
s i v e  t w o - b o d y  a p p r o x i m a t i o n  f o r  l u n a r  t r a J e c t o r i e s .  
I t  i s  s p h e r i c a l  w i t h  c e n t e r  1 2 1 4 7 . 7  k m  b e h i n d  t h e  
m o o n  o n  t h e  E M L  a n d  w i t h  r a d i u s  6 9 4 3 6 .  1  k m .  
I t  s h o u l d  b e  r e m a r k e d  t h a t  t h e  s i z e  o f  t h e s e  
M  
v a r i o u s  r e g i o n s  c h a n g e s  w i t h  t h e  c h a n g e  o f  M  E I J  
Q  
f r o m  t h e  v a l u e  8 1 .  3 5 7  a d o p t e d  i n  t h i s  m a n u a l  a n d  
w i t h  a n y  c h a n g e  i n  WE l J q  =  2 . 6 6 1  6 9 9 4 8 4  x  1 0 -
6
r a d /  
s e c .  
( c )  P l a n a r  d y n a m i c s  o f  t h e  l u n a r  f i e l d  
A t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  l u n a r  r e g i o n  o f  i n f l u e n c e  
( s p h e r e  o f  i n f l u e n c e ,  g r a v i s p h e r e  o r  v o l u m e  o f  i n -
f l u e n c e )  t h e  g e o c e n t r i c  ( a n d  s o  f a r  i n e r t i a l )  p o s i t i o n  
a n d  v e l o c i t y  a r e  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  s e l e n o c e n t r i c  
s y s t e m  b y  t h e  e q u a t i o n s  
r m 6 .  
r e 6 .  - r e q  
( 3 4 )  
V
m
6 .  
V e 6 .  - V
e
( [  
I n  s e l e n o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s ,  w h i c h  a r e  a s s u m e d  
i n e r t i a l  i n s i d e  t h e  l u n a r  r e g i o n  o f  i n f l u e n c e ,  t h e  
e n e r g y  o f  t h e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n  i s  p o s i -
t i v e  a n d  i t s  a p p r o a c h  t r a i e c t o r y  i n  t h i s  r e g i o n  i s  a  
h y p e r b o l a  ( s e e  s k e t c h  o n  p a g e  I V - 6 ) .  T h e  e q u a t i o n  
o f  t h i s  t r a j e c t o r y  i n  p l a n e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  ( r
m
6 . '  
G  6 . )  c e n t e r e d  a t  t h e  m o o n  i s  g i v e n  b y  
m  2  
h  
m  
r m 6 .  
/ . . ! a  
1  +  e
m
6 .  c o s  G
m
6 .  
( 3 5 )  
w h e r e  h
m  
i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  a n g u l a r  m o m e n t u m  
p e r  u n i t  m a s s  o f  t h e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n ,  
t h e  a n g l e  G
m
6 .  i s  m e a s u r e d  f r o m  p e r i c y n t h i o n ,  a n d  
t h e  e c c e n t r i c i t y  i s  g i v e n  b y  
e
m
6 .  
~ + 
2  1 / 2  
2 E  h  )  
m  m  
" 2  
/..!~ 
( 3 6 )  
~EB 
w h e r e  E m  i s  t h e  e n e r g y  p e r  u n i t  m a s s  o f  t h e  v e h i c l e  
r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n .  T h e  v a l u e  f o r  t h e  l u n a r  g r a v i -
t i o n a l  c o n s t a n t  i s  
3  
! . L a  G M
q  
4 8 9 9 . 4  k m  2  
s e c  
( 3 7 )  
A l l  t h e  r e s u l t s  o f  K e p l e r i a n  m o t i o n  ( r e s t r i c t e d  t w o -
b o d y  p r o b l e m ,  i .  e . ,  i n f i n i t e s i m a l  m a s s  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  c o m p a r e d  t o  t h e  m a s s  o f  t h e  m o o n )  a r e  n o w  
a v a i l a b l e  f o r  f u r t h e r  s t u d y  o f  t h e  t r a j e c t o r y .  
W h e n  t h e  m e t h o d  o f  " r e s i d u a l "  v e l o c i t i e s  a t  i n -
f i n i t y  i s  u s e d  ( R e f .  4 ) ,  t w o  u s e f u l  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  o r b i t  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  
V  6 .  t h e  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n  a t  
m  0 0  i n f i n i t y  
b  
m  
t h e  i m p a c t  p a r a m e t e r ,  w h i c h  i s  t h e  
p e r p e n d i c u l a r  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  
a s y m p t o t e  o f  t h e  h y p e r b o l i c  o r b i t  
( d i r e c t i o n  o f  V  m 6 . . , )  a n d  t h e  c e n t e r  o f  
t h e  m o o n .  
M o o n  
I n  t h e  m e t h o d  o f  " r e s i d u a l "  v e l o c i t i e s  a t  i n f i n i t y  
t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  a n g u l a r  m o m e n t u m  a n d  e n e r g y  
p e r  u n i t  m a s s  o f  t h e  v e h i c l e  a r e  g i v e n  b y  
h  
m  
E  
m  
b
m  
V  m 6 . 0 0  
( 3 8 )  
1 : .  V  2  
2  m 6 . o o  
Earth's-----~~~--~~~-------
e q u a t o r i a l  
p l a n e  
I V  - 1 8  
( d )  T h r e e - d i m e n s i o n a l  e f f e c t s  
I t  w a s  s e e n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  t h a t  t h e  
p l a n a r  t r a j e c t o r i e s  w e r e  c o m p l e t e l y  d e s c r i b e d  b y  
t h e  i n j e c t i o n  c o n d i t i o n s  r  e~O ' V  e~O ' Y e O .  I n  
a d d i t i o n ,  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  c o n i c  s e c t i o n  w i t h  
f o c u s  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h  ( w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  
b y  t h e  i n j e c t i o n  c o n d i t i o n s )  r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n  
m a y  b e  s p e c i f i e d  b y  t h e  a n g l e  ~ ( s e e  s k e t c h  o n  
p a g e  I V  - 1 4 ) .  S i n c  e  t h e  p l a n e  o f  t h e  m o o n ' s  m o t i o n  i s  
i n c l i n e d  t o  e a r t h ' s  e q u a t o r i a l  p l a n e ,  a n d  t h e  t r a -
j e c t o r y  p l a n e  i s ,  i n  g e n e r a l ,  i n c l i n e d  t o  b o t h ,  t h r e e -
d i m e n s i o n a l  e f f e c t s  m u s t  b e  c o n s i d e r e d  ( R e f s .  4 ,  
6 ,  a n d  7 ) .  T h e  g e o m e t r y  i s  p o r t r a y e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h .  
A e O  i n j e c t i o n  a z i m u t h  
< P O '  i n j e c t i o n  l a t i t u d e  ( g e o c e n t r i c )  
. 6 A
0
a - =  l o n g i t u d e  d i f f e r e n c e  
0 1 /  
i n s t a n t a n e o u s  d e c l i n a t i o n  o f  t h e  m o o n  
i e m  
8
0
( [  
i n c l i n a t i o n  o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  
t o  t h e  e a r t h ' s  e q u a t o r i a l  p l a n e  o r  m a x i -
m u m  d e c l i n a t i o n  o f  m o o n  
t o t a l  i n - p l a n e  a n g l e  
i V T L  =  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  
p l a n e  t o  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  
A d d i t i o n a l  i n j e c t i o n  p a r a m e t e r s  r e q u i r e d  t o  d e s c r i b e  
t h r e e  - d i m e n s i o n a l  t r a j e c t o r i e s  a r e  t h e  g e o c e n t r i c  
i n j e c t i o n  l a t i t u d e  < P O '  t h e  i n j e c t i o n  a z i m u t h  A
e O
'  
t h e  1 0 n g i W d e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  i n j e c t i o n  p o i n t  
a n d  t h e  m o o n  a t  i m p a c t  ~ A o a  '  t h e  i n s t a n t a n e o u s  
d e c l i n a t i o n  o f  t h e  m o o n  O q  ,  a n d  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  
t h e  m o o n  i  .  
e m  
F r o m  s p h e r i c a l  t r i g o n o m e t r y  t h e  t o t a l  i n - p l a n e  
a n g l e  8
0
( {  i s  g i v e n  b y  
c o s  8
0 i l  
= E i n  < j l b  s i n  o q  - c o s  < j l b  c o s  A e o  ( 1  
s i n
2  
A e O  c o s
2  
C P b  
( 3 9 )  
2  ) 1 / 2 l r : ,  
- s i n  0 ( 1  J  \ 1  
2  2 -
1  
- s i n  A e O  c o s  < p o )  
t h e  l o n g i t u d e  d i f f e r e n c e  ~Aoa i s  
c o s  . 6 A Q ( j  
c o s  8
0 q  
- s i n  < P O  s i n  0 a  
c o s  < P O  c o s  0a  
( 4 0 )  
a n d  th~ t r a n s l u n a r  i n c l i n a t i o n  a n g l e  i V T L  i n  d e -
g r e e s  1 S  
i V T L  =  1 8 0
0  
- ( I ;  +  I ;  )  
1  2  
w h e r e  
1 ; 1  
.  - 1  ( C O S  < P O '  s i n  A  
s m  e o )  
c o s  < P O  
( 4 1 )  
s  =  
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(
C O S  i e m )  
s i n  - 1  c o s  0  
- - - - - - . - - - - - -
I n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h e s ,  w h i c h  h a v e  b e e n  t a k e n  
f r o m  R e f .  6 ,  t h e  p a r a m e t e r s  8
0
1 /  '  ~AO([ ,  a n d  i V T L  
a r e  p l o t t e d  a s  f u n c t i o n s  o f  0 1 /  a n d  A
e O
'  r e s p e c t i v e l y .  
I n  e a c h  c a s e  i n j e c t i o n  i s  a s s u m e d  t o  o c c u r  a t  
< P O  =  + 2 8 . 5
0
,  t h e  l a t i t u d e  o f  C a p e  C a n a v e r a l ,  a n d  
l u n a r  i n c l i n a t i o n  i  i s  a s s u m e d  t o  b e  2 0
0
•  O f  
e m  
c o u r s e ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h e  i n j e c t i o n  l a t i t u d e  
m a y  v a r y  b e t w e e n  + 9 0
0  
a n d  - 9 0
0
,  a n d  t h e  l u n a r  
i n c l i n a t i o n  b e t w e e n  1 8
0  
a n d  2 8 . 5
0
•  
1 8 0 .  
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r  
I  
I  
I  
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I t  i s  s e e n  f r o m  t h e  f i r s t  o f  t h e  p r e v i o u s  t h r e e  
s k e t c h e s ,  t h a t  0 6  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  d e c l i -
n a t i o n  o f  t h e  m o o n ,  f o r  a n  i n j e c t i o n  i n  t h e  n o r t h e r n  
h e m i s p h e r e .  T h e  t o t a l  i n - p l a n e  a n g l e  a l s o  d e c r e a s e s  
a s  t h e  i n j e c t i o n  a z i m u t h  i s  i n c r e a s e d .  S i n c e  i t  i s  
a l s o  a  f u n c t i o n  o f  V e t : - . O '  r e  t : - . o  ,  Y e O '  t h e  i n j e c t i o n  
t i m e  d e p e n d s  a l s o  o n  t h e  t r a j e c t o r y  i n i t i a l  c o n d i -
t i o n s .  
T h e  l o n g i t u d e  d i f f e r e n c e  t : - . A O Q  b e h a v e s  s i m i l a r l y  
t o  t h e  i n - p l a n e  a n g l e  a s  c a n  b e  n o t e d  f r o m  t h e  
m i d d l e  s k e t c h  s h o w n  p r e v i o u s l y .  I n  t h e  f i r s t  t w o  
s k e t c h e s  t h e  a b s c i s s a  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c u r v e  
A e O  =  1 8 0
0
,  o r  a n  i n j e c t i o n  t o w a r d  t h e  s o u t h .  T h e  
l a s t  s k e t c h  s h o w s  t h a t  t h e  m i n i m u m  i n c l i n a t i o n  
a n g l e  i V T L  f o r  l u n a r  i m p a c t  o c c u r s  w h e n  t h e  m o o n  
i s  s o u t h b o u n d  i n  i t s  o r b i t  a t  z e r o  d e c l i n a t i o n .  O n  
t h e  o t h e r  h a n d ,  i m p a c t  a t  t h e  m o o n  w h e n  i t  i s  a t  
i t s  m a x i m u m  s o u t h e r n  d e c l i n a t i o n  c o r r e s p o n d s  t o  
a  l a r g e r  9
0
( /  a n d  c o n s e q u e n t l y  f o r  a  g i v e n  i n j e c t i o n  
v e l o c i t y  a  s m a l l e r  f l i g h t  p a t h  a n g l e  a t  i n j e c t i o n ,  
w h i c h  m e a n s  l o w e r  g r a v i t y  l o s s e s  d u r i n g  p o w e r e d  
f l i g h t  f r o m  l a u n c h  t o  i n j e c t i o n .  T h e  i n c l i n a t i o n  
a n g l e  i n  t h i s  c a s e  i s  s o m e w h a t  l a r g e r ,  h o w e v e r ,  
r e s u l t i n g  i n  l o w e r  t o l e r a n c e s  o n  i n i t i a l  v e l o c i t y  
d u e  t o  t h r e e - d i m e n s i o n a l  e f f e c t s .  I n i t i a l  a z i m u t h s  
o f  9 0
0  
( e a s t )  t a k e  g r e a t e s t  a d v a n t a g e  o f  t h e  e a r t h ' s  
s u r f a c e  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y .  T h u s  s o m e  c o m p r o -
m i s e  i n  t h e s e  p a r a m e t e r s  i s  n e c e s s a r y .  
T h i s  b r i e f  d i s c u s s i o n  s h o w s  t h a t  t h e  g e o m e t r y  o f  
t h e  e a r t h - m o o n  a n d  v e h i c l e  p l a n e s  p l a c e s  c o n s t r a i n t s  
o n  i n j e c t i o n  c o n d i t i o n s '  a n d  d e f i n e s  p r e f e r r e d  l a u n c h  
t i m e s  t h r o u g h o u t  t h e  l u n a r  m o n t h .  I t  m u s t  b e  r e -
m e m b e r e d  t h a t  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  d o e s  n o t  c o n -
s i d e r  t h e  u s e  o f  p a r k i n g  o r b i t s  t o  e a s e  t h e  a f o r e -
m e n t i o n e d  i n j e c t i o n  c o n s t r a i n t s .  C h a p t e r s  V ,  V I ,  
I X  a n d  X l  p r e s e n t  d a t a  r e f l e c t i n g  m o r e  p r a c t i c a l  
a s p e c t s  o f  t h e  i n j e c t i o n  i n t o  l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  
2 .  R e s t n c ; L e d  T h r e e - B o d y  T r a j e c t o r i e s  
T h e  s i m p l i f i e d  m o d e l  d i s c u s s e d  i n  S u b s e c t i o n  
B - 1 ,  w h e r e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  w e r e  p o s s i b l e ,  m a y  b e  c o m p l i c a t e d  b y  
a d d i n g  t h e  m o o n  t o  t h e  e a r t h  - v e h i c l e ,  r e s t r i c t e d  
t w o  - b o d y  p r o b l e m .  T h e  r e s u l t a n t  r e s t r i c t e d  t h r e e -
b o d y  p r o b l e m  w a s  d i s c u s s e d  i n  s o m e  d e t a i l  i n  
C h a p t e r  I I I ,  S e c t i o n  B  i n  t e r m s  o f  J a c o b i ' s  i n t e g r a l .  
A n  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  i s  
n o  l o n g e r  p o s s i b l e  a n d  r e c o u r s e  m u s t  b e  t a k e n  t o  
n u m e r i c a l  m e t h o d s .  
I n  t h i s  s u b s e c t i o n ,  v e h i c l e  m o t i o n ,  i n  t e r m s  o f  
t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e  - b o d y  p r o b l e m ,  w i l l  b e  c o n -
s i d e r e d '  i .  e . ,  t h e  m a s s  o f  t h e  v e h i c l e  i s  n e g l i g i b l e  
i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  m a s s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n ,  
a n d  w i t h  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  a s  s p h e r i c a l  b o d i e s  
s o  t h a t  t h e y  m a y  b e  c o n s i d e r e d  a s  p o i n t  m a s s e s .  
T h e  e a r t h - m o o n  s y s t e m  i s  c o n s i d e r e d  i s o l a t e d  i n  
s p a c e ,  t h e  t w o  b o d i e s  r e v o l v i n g  i n  c i r c l e s  a b o u t  
t h e i r  c e n t e r  o f  m a s s  w i t h  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  w e a  
T h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  
w i t h  t h i s  m o d e l  h a v e  b e e n  d e f i n e d  i n  S e c t i o n  A  o f  
C h a p t e r  I I I  a n d  t h e y  a r e  s h o w n  a g a i n  i n  t h e  f o l l o w -
i n g  s k e t c h .  
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Y
m  
Y o  
X
R  
- : : e c  
M  a x  
! l  m  
/  
M e  
x . : : ; r  / "  
~ " ' 6  
X o  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n s  b e t w e e n  t h e  c o o r d i n a t e s  a n d  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v a r i o u s  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  a r e  s u m m a r i z e d  i n  T a b l e  1 .  I n  t h e  a b o v e  
s k e t c h  ; : : - 0  ( x
O
'  Y O '  z O )  i s  a n  i n e r t i a l  r e f e r e n c e  s y s -
t e m  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  b a r y c e n t e r  ( c e n t e r  o f  m a s s  
o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  s y s t e m ) .  T h e ; : : - R  ( x
R
'  Y R '  
z R )  s y s t e m  r o t a t e s  a t  t h e  s a m e  r a t e  a s  t h e  e a r t h  
a n d  m o o n  a b o u t  t h e  z O - a x i s  ( u p  f r o m  t h e  p a p e r ) .  
T h e  ; : : - 0  a n d  ; : : - R  s y s t e m s  h a v e  a  c o m m o n  o r i g i n  a n d  
c o i n c i d e n t  z o '  z R  a x e s .  T h e  - ;  ( x  ,  y  ,  z  )  s y s -
e  e  e  e  
t e m  i s  a  n o n r o t a t i n g  s y s t e m  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  
c e n t e r  o f  m a s s  o f  t h e  e a r t h ,  a n d  t h e  - ;  ( x  , y  ,  
m  m  m  
z m )  s y s t e m  i s  a  n o n r o t a t i n g  s y s t e m  w i t h  o r i g i n  a t  
t h e  c e n t e r  o f  m a s s  o f  t h e  m o o n .  
I n  t h e  i n e r t i a l  r e f e r e n c e  s y s t e m ,  w h e r e  N e w t o n ' s  
s e c o n d  l a w  i s  v a l i d ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a  
p o i n t  m a s s  r e p r e s e n t i n g  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a r e ,  
G M
e  
r o t : - .  =  
r
O
, e - ' 6  
- - - - -
3  
r
O
, e - ' 6  
( 4 2 )  
G M ( {  
3  
r
o
,  m - t : - . ,  
r
O
,  m - ' 6  
w h e r e  
r O , e - ' 6  
r O t : - .  - r a e  
( 4 3 )  
r
O
,  m - ' 6  
r O t : - .  
- r O m  
I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  t r a n s f o r m  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  ( 4 2 )  t o  t h e  r o t a t i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
( ; : : - R )  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s ,  
b e c a u s e  i n  t h e  l a t t e r  s y s t e m  s e v e r a l  t e r m s  a r e  
c o n s t a n t .  T h i s  m a y  b e  d o n e  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  
r o t a t i o n  m a t r i x  T(~ +  wE 9 G  t )  g i v e n  b y  E q  ( 4 7 )  o f  
C h a p t e r  I I I  a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  b e c o m e ,  
X R t : .  - 2 w
E 9 a  
.  2  
Y R t : .  =  W  E 9 a  x R c "  
G M E 9  
3  
r
R
,  e - t : .  
G M
q  
3  
r R , m - c "  
( x R c "  - x
R E 9  
)  
( x R c "  - x
M  
)  
.  2  
x R t : .  =  w
E 9 Q  
y  R t : .  +  2 w
E 9
Q '  
Y R c "  
Z  R t : .  
G M E 9  
3  Y R c "  
r
R
,  e - c "  
G M
q  
3  
r R , m - t : .  
GM~ 
3  
r
R
,  e - t : .  
G M  
3  
r
R
,  m - t : .  
Y R c "  
Z R t : .  
Z R t : .  '  
c o m p a r e  w i t h  E q  ( 7 0 )  o f  C h a p t e r  I I I ,  w h e r e  
( 4 4 )  
r
R
,  e - c "  =  r R c "  - r
R E 9  
'  r
R
,  m - c "  =  r R t : .  - r R ( l  
( 4 5 )  
Y R e  =  Y R m  =  0 ,  a n d  ( x
R e
'  x
R m
)  a r e  c o n s t a n t s .  
T h e  t e r m s  2 w E 9 4  Y R c "  a n d  2 w E 9 Q  x R c "  a r e  k n o w n  
a s  c o m p o n e n t s  o f  t h e  C o r i o l i s  a c c e l e r a t i o n ,  a n d  
2  2  
t h e  t e r m s  w
E 9 4  
x R c "  a n d  w
E 9
4  Y R c "  a r e  c o m -
p o n e n t s  o f  t h e  c e n t r i f u g a l  a c c e l e r a t i o n .  T h e  e q u a -
t i o n s  o f  m o t i o n ,  E q  ( 4 4 ) ,  c a n  b e  i n t e g r a t e d  n u m e r i -
c a l l y  s u b j e c t  t o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o n  p o s i t i o n  a n d  
v e l o c i t y  x R t : . '  Y R c , , '  z R t : . '  x R c , , '  Y R c , , '  z R c , , '  
T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  f o r  b a l l i s t i c  f l i g h t .  S p a c e  
v e h i c l e s ,  h o w e v e r ,  m a y  b e  s u b j e c t  t o  t h r u s t  f o r c e s .  
T h e s e  c a n  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  
i n  t w o  d i f f e r e n t  w a y s :  T h e  t h r u s t  f o r c e s  o n  t h e  
v e h i c l e  m a y  b e  s i m u l a t e d  b y  a d d i t i o n a l  t e r m s  i n  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  o r  a  l a r g e  t h r u s t  o f  s h o r t  
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d u r a t i o n  m a y  a l s o  b e  s i m u l a t e d  b y  a n  i m p u l s i v e  
- -
c h a n g e  t : .  V  i n  i n e r t i a l  velo~ty V O c " . . : > f  t h e  v e h i c l e .  
T h i s  n e w  v e h i c l e  v e l o c i t y  V O t : .  +  c " V  m u s t  b e  t r a n s -
f o r m e d  t o  t h e  r o t a t i n g  x
R
'  Y R '  z R  c o o r d i n a t e  s y s -
t e m  a n d  t h e  n e w  v e h i c l e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  t o -
g e t h e r  w i t h  t h e  p o s i t i o n  a t  t h e  t i m e  o f  t h e  s i m u l a t e d  
t h r u s t  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  n e w  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
f o r  a  b a l l i s t i c  t r a j e c t o r y .  
B e f o r e  E q  ( 4 4 )  c a n  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y ,  
v a l u e s  o f  t h e  c o n s t a n t s  G ,  M
E 9
,  M q  ,wE9~ ,  a n d  
r
E 9
q  a r e  r e q u i r e d  f o r  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
m o d e l .  I n  r e a l i t y ,  o n l y  f o u r  c o n s t a n t s  a r e  n e e d e d  
s i n c e  G  n e v e r  o c c u r s  a l o n e .  T h e  f o l l o w i n g  c o n -
s i s t e n t  s e t  o f  c o n s t a n t s  i s  g i v e n  f o r  t h i s  m o d e l :  
/ - t E 9  " "  G M E 9  
3 9 8 ,  6 0 1 .  5  k m
3
/ s e c
2  
3  2  
/ - t
q  
=  G M
Q  
=  4 8 9 9 . 4  k m  / s e c  
( 4 6 )  
W E 9 G  
=  2 . 6 6 1 6 9 9 4 8 4  x  1 0 -
6  
r a d / s e c  
r
E 9 q  
=  3 8 4 ,  7 4 7 . 2  k m  " "  1  L U  ( l u n a r  u n i t )  
T h e  c o n s i s t e n c y  o f  t h e  a b o v e  s e t  o f  c o n s t a n t s  
c a n  b e  c h e c k e d  b y  K e p l e r ' s  t h i r d  l a w  a s  a p p l i e d  t o  
t w o - b o d y  ( e a r t h ,  m o o n )  m o t i o n ,  
'rE9~ 
2  - 3  
( 2 7 T )  r E B a  
/ - t  +  f . l ( l  
E 9  
w h e r e  ' r
e
( {  i s  t h e  p e r i o d  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  e a r t h -
m o o n  s y s t e m .  I n  t e r m s  o f  a n g u l a r  v e l o c i t y  
2 7 T  
W E 9 G  ' r E B a  
t h e  c o n s i s t e n c y  r e l a t i o n  b e c o m e s  
3  
r
E 9
a  
/ - t E 9  +  f . l
q  
2  
W
e
( [  
( 4 7 )  
S i n c e  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  c a n  b e  o b s e r v e d  v e r y  
a c c u r a t e l y ,  i t  i s  c u s t o m a r y  t o  a s s u m e  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t y  a s  w e l l  a s  t h e  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t s  o f  
t h e  e a r t h  a n d  m o o n  a s  k n o w n ,  a n d  t o  d e t e r m i n e  a  
c o n s i s t e n t  v a l u e  o f  l u n a r  u n i t  r
E 9 a  
T h e  l u n a r  
u n i t  m a y  b e  r e g a r d e d ,  f r o m  E q  ( 4 7 ) ,  a s  t h e  d i s t a n c e  
t o  a  f i c t i t i o u s  m o o n  i n  a  c i r c u l a r  o r b i t  a r o u n d  t h e  
e a r t h  ( o f  m a s s  a s  d e t e r m i n e d  b y  e x p e r i m e n t )  w h o s e  
m a s s  a n d  K e p l e r i a n  p e r i o d  c o i n c i d e  w i t h  t h o s e  o b -
s e r v e d  f o r  t h e  m o o n .  
3 .  M a n y - B o d y  T r a j e c t o r i e s  ( o b l a t e  e a r t h ,  t r i a x i a l  
m o o n )  
I n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  t w o  f o r c e  m o d -
e l s '  s e v e r a l  f o r c e s  h a v e  b e e n  n e g l e c t e d .  T h e s e  
c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  d i v i d e d  i n t o  g r a v i t a t i o n a l  a n d  
n o n g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s .  E x a m p l e s  o f  g r a v i t a t i o n a l  
f o r c e s  t o  b e  c o n s i d e r e d  i n  t h e  e a r t h - m o o n  t r a j e c -
t o r i e s  a r e  t h e  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s u n  a n d  p l a n e t s ,  
t h e  o b l a t e n e s s  o f  t h e  e a r t h ,  t h e  t r i a x i a l i t y  o f  t h e  
m o o n ,  a n y  i n h o m o g e n e i t i e s  i n  t h e  e a r t h ,  a n d  t h e  
d y n a m i c a l  e f f e c t  o f  t h e  e c c e n t r i c i t y  a n d  i n c l i n a -
t i o n  o f  t h e  m o o n ' s  o r b i t  a r o u n d  t h e  e a r t h .  N o n -
g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  i n c l u d e  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s -
s u r e ,  a t m o s p h e r i c  a n d  m e t e o r i t i c  d r a g ,  e l e c t r o -
m a g n e t i c  f o r c e s ,  r o c k e t  t h r u s t ,  a n d  r e l a t i v i s t i c  
e f f e c t s .  M a n y  o f  t h e s e  f o r c e s  s u c h  a s  e a r t h  
o b l a t e n e s s  a n d  a t m o s p h e r i c  d r a g  a r e  s t r o n g l y  
r e l a t e d  t o  p o s i t i o n ,  a n d  a r e  s i g n i f i c a n t  o n l y  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h .  
T h e  i n f l u e n c e  o f  t h e s e  f a c t o r s  o n  t r a n s l u n a r  
t r a j e c t o r i e s  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  ( R e f s .  2 ,  8 ) .  
T h e  i n t e g r a t e d  e f f e c t  o f  t h e s e  f a c t o r s  o v e r  t h e  
w h o l e  t r a j e c t o r y  d e p e n d s - o n  t r a j e c t o r y  s h a p e  
t r a n s i t  t i m e ,  a n d  t h e  a c t u a l  m a g n i t u d e  o f  t h e  
f o r c e s  v a r i e s  t h r o u g h o u t  t h e  t r a j e c t o r y .  T h e  
c o r r e c t i o n s  { : ; .  V
e
{ : ; .  0  t o  t h e  i n i t i a l  v e l o c i t y  n e a r  
e a r t h  V
e
{ : ; .  0  b e c a u s e  o f  t h e s e  e f f e c t s  a r e  l i s t e d  
o e l o w .  T h e y  a r e  i n t e n d e d  t o  c o n v e y  t h e  m a g n i -
t u d e  o f  e a c h  f a c t o r  c o m p a r e d  t o  t h e  r e s t r i c t e d  
t h r e e - b o d y  i n i t i a l  v e l o c i t y  o f  1 0 . 7  k m ! s e c .  
P e r c e n t  
F a c t o r  
6 V  m/sec~' 
e 6 0  
V
e 6 0  
1 .  
G r a v i t a t i o n a l  
f i e l d  o f  t h e  s u n  3 .  0  
( R e f .  8 )  
I  
0 . 0 3 *  
2 .  G r a v i t a t i o n a l  
f i e l d s  o f  p l a n e t s  O .  0 0 6  
3 .  O b l a t e n e s s  o f  
t h e  e a r t h  
6 . 0  
( R e f .  8 )  
I  
O .  06'~ 
! 4 .  
A s p h e r i c i t y  o f  
t h e  m o o n  
5 .  E c c e n t r i c i t y  o f  
m o o n ' s  o r b i t  1 3 . 5  
( R e f .  8 )  
0 . 1 3 *  
6 .  I n c l i n a t i o n  o f  
o r b i t  o f  m o o n  6 . 0  
( R e f .  8 )  
0 . 0 6 *  
7 .  S o l a r  r a d i a t i o n  
p r e s s u r e  
0 . 0 1 2  ( R e f .  8 )  
8 .  M e t e o r o i d  d i s -
t u r b a n c e s  
~Transit t i m e ,  2 . 5  d a y s .  N o m i n a l  i n j e c t i o n  v e l o c -
i t y ,  1 0 . 7  k m / s e c .  V e h i c l e  w i t h  p r o j e c t e d  a r e a  o f  
a b o u t  1  m
2  
a n d  w e i g h i n g  1 3 0 0  n e w t o n s .  
I t  i s  s e e n  t h a t  t h e  { : ; . V
e 6 0  
c o r r e c t i o n s  f o r  t h e  
s u n ,  o b l a t e n e s s  o f  t h e  e a r t h ,  e c c e n t r i c i t y  o f  m o o n ' s  
o r b i t ,  a n d  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  o r b i t  o f  t h e  m o o n  
a r e  s i g n i f i c a n t  e n o u g h  t o  n e c e s s i t a t e  t h e  i n c l u s i o n  
o f  t h e s e  e f f e c t s  i n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  i n i t i a l  v e l o c -
i t y  i n  a c t u a l  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s .  T h e  a s p h e r i c -
i t y  o f  t h e  m o o n  w i l l  b e  i m p o r t a n t  i n  n e a r - m o o n  t r a -
j e c t o r y  c o m p u t a t i o n s .  T h e s e ,  a s  w e l l  a s  t h e  o t h e r  
f a c t o r s ,  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  s o m e  d e t a i l  l a t e r  i n  
t h i s  c h a p t e r .  
T h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  e v e n  i n  t h e  r e s t r i c t e d  
t h r e e - b o d y  p r o b l e m  c o u l d  n o t  b e  i n t e g r a t e d  i n  c l o s e d  
f o r m ,  a n d  w i t h  t h e  p r e s e n t  m o r e  c o m p l i c a t e d  f o r c e  
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m o d e l ,  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  i s  n e c e s s a r y  t o  
o b t a i n  t h e  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  o f  t h e  v e h i c l e  a s  
a  f u n c t i o n  o f  t i m e .  S i n c e  t h e  i n t e g r a t i o n  t e c h -
n i q u e  c a n  i m p r o v e  t h e  s p e e d  a n d  a c c u r a c y  o f  o b -
t a i n i n g  a  t r a j e c t o r y  o n  t h e  d i g i t a l  c o m p u t e r ,  a  
b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  s e v e r a l  t e c h n i q u e s  u s e f u l  f o r  
l u n a r  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  w i l l  b e  i n c l u d e d  i n  
t h i s  s e c t i o n .  
a .  E q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
C o n s i d e r  t h e  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  I I I ,  S u b s e c t i o n  A - I ,  w i t h  
o r i g i n  a t  t h e  b a r y c e n t e r  a n d  u n i t  v e c t o r s  
~e([ ' Ye a  ' ~ea ' ~ea i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
m e a n  v e r n a l  e q u i n o x ,  a n d  t h e  x e l 1 '  Ye a  - p l a n e  
p a r a l l e l  t o  t h e  m e a n  e q u a t o r i a l  p l a n e  o f  t h e  e a r t h .  
L e t  M e  r e p r e s e n t  t h e  m a s s  o f  t h e  e a r t h ,  M q  t h a t  
o f  t h e  m o o n ,  a n d  M  { : ; .  t h e  m a s s  o f  t h e  v e h i c l e ,  
w h e r e  M  6  <  <  M a  '  M  6  <  <  M e  
A  A  
T h e n ,  s i n c e  x e  ' YE B  
A  
ZE B  
c o n s t i t u t e  t h e  
u n i t  v e c t o r s  o f  a n  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  
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o f  m o t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e ,  o r  t h e  e q u a t i o n s  o f  
a b s o l u t e  m o t i o n ,  a r e  
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( 4 8 )  
T h e  t e r m  r  e  ,  0  - +  6  i s  t h e  r a d i u s  v e c t o r  o f  t h e  
v e h i c l e  f r o m  t h e  b a r y c e n t e r  ( c e n t e r  o f  m a s s )  
e q u a t o r i 8 . l  c o o r d i n a t e s  w i t h  o r i g i n  o f  t h e  b a r y -
c e n t e r ,  ; e  ,  i  - +  6  =  ; E B  , 0  - +  { : ; .  - ; E B  , 0  - + i ,  f i  
r e p r e s e n t s  t h e  f o r c e s  p e r  u n i t  m a s s  d u e  t o  t h e  
a s p h e r i c i t y  o f  t h e  c e l e s t i a l  b o d i e s ,  a n d  n  6  a r e  
t h e  n o n g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  p e r  u n i t  m a s s  a c t i n g  
o n  M { : ; . .  
T o  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  
s p a c e  v e h i c l e ,  E q  ( 4 8 ) ,  i n  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
w i t h  t h e  o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  e a r t h ,  E q  ( 4 9 ) ,  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  e a r t h  ( n e g l e c t i n g  
t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
s i n c e  M L : >  <  <  M e ) ,  
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i = a , 1 , 2 ,  . . .  n  
( 4 9 )  
i s  m u l t i p l i e d  b y  M . 6 .  a n d  s u b t r a c t e d  f r o m  E q  ( 4 8 )  
t o  y i e l d  E q  ( 5 0 ) ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  r e l a t i v e  m o t i o n .  
M . 6 .  r e  . 6 .  
r e  . 6 .  
-G~ M E ! )  M . 6 .  
r E l l  . 6 .  
n  
+  f e  M . 6 .  I  
i =  4  
~ 
[  
(
r e  . 6 .  
( - G )  - - - r -
r e  . 6 .  
r .  
_  1 E ! )  
~ ~ 
' 3·-
r .  
1 e  
M i
M
. 6 .  
+r;M~ + ; ; ; ' M " ,  j o q  , 1 , 2 ,  . . .  ,  
( 5 0 )  
w h e r e  
r  E l l  . 6 .  
r e  , 0 - . 6 .  - r
E l l  
,  O - E l l  
r
i e  
r e  , O - E l l  - r e  , O - i  
A c t u a l l y  a n y  o t h e r  b o d y ,  s u c h  a s  t h e  m o o n ,  c o u l d  
h a v e  b e e n  c h o s e n  a s  a  r e f e r e n c e  w i t h  a n  a p p r o p r i a t e  
c h a n g e  o f  s y m b o l s  i n  E q  ( 5 0 ) .  T h e  g e o m e t r y  i s  
i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  
- - "  
: - .  { I . , £ i J  ' . t h  
~\. - e . r e o t i a l  
e  
b o d : r  
~_6 
t J .  
( s p a c e  v e b l e l . >  
o  ( ' ' " ' ' r e e n t e r )  
T h e  u n i t  v e c t o r s  5 C E I l  ~ Y
e
,  ~e d e f i n e  t h e  g e o -
c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w h i c h  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  E q  ( 5 0 ) ,  a r e  g i v e n .  T h e  
u n i t  v e c t o r ,  Q e '  i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m e a n  
v e r n a l  e q u i n o x ,  a n d  t h e  x
E l l  
YE l l  p l a n e  f o r m s  t h e  
m e a n  e q u a t o r i a l  p l a n e  o f  t h e  e a r t h .  A l l  v e c t o r s  
d e f i n e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  s k e t c h  a r e  a s s u m e d  t o  
b e  r e s o l v e d  i n t o  c o m p o n e n t s  i n  t h i s  c o o r d i n a t e  
s y s t e m .  
n  
T h e  v e c t o r s  \ '  f . ,  r e p r e s e n t i n g  t h e  f o r c e s  
L  1  
i = e  
a c t i n g  o n  M . 6 .  d u e  t o  a s p h e r i c i t y  o f  t h e  i  c e l e s t i a l  
b o d i e s ,  i  = E ! )  ,  a ,  1 ,  2 ,  . . .  n  c a n  b e  w r i t t e n :  
f i  =  f E l l  +  f a  +  f 1  +  f 2  + .  
+ f  
n  
( 5 1 )  
A n y  a s p h e r i c i t y  o f  t h e  s u n  a n d  p l a n e t s  f i '  i  =  1 ,  
2 ,  .  .  .  n ,  i s  i n s i g n i f i c a n t  i n  i t s  e f f e c t  o n  l u n a r  
t r a j e c t o r i e s  s i n c e  e v e n  t h e  e f f e c t  o f  t h e  c e n t r a l  
f o r c e  i s  s m a l l ,  a s  c a n  b e  s e e n  i n  t h e  p r e c e d i n g  
t a b l e .  
C o n s i d e r  f e  f i r s t .  I t  a r i s e s  f r o m  t h e  e x p a n -
s i o n  t e r m s  o f  t h e  e a r t h ' s  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  
i n  t e r m s  o f  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s .  I n  t h e o r y  a  
l a r g e  n u m b e r  o f  h a r m o n i c  t e r m s  s h o u l d  b e  i n -
c l u d e d ;  h o w e v e r ,  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  o b l a t e -
n e s s  t e r m  ( s e c o n d  z o n a l  h a r m o n i c )  i s  l a r g e r  b y  
t h r e e  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  t h a n  t h e  o t h e r s  ( i .  e . ,  
- 3  - 6  
o f  o r d e r  1 0  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  o r d e r  1 0  f o r  
t h e  o t h e r s ) .  T h u s  a l l  b u t  t h e  o b l a t e n e s s  t e r m  
c a n  b e  n e g l e c t e d  i n  l u n a r  t r a j e c t o r y  s t u d i e s .  T h e  
e f f e c t  o f  l o c a l  g r a v i t a t i o n a l  a n o m a l i e s  o f  t h e  e a r t h  
o n  t h e  l u n a r  t r a j e c t o r y  i s  v e r y  s m a l l  a n d  w i l l  a l s o  
b e  n e g l e c t e d .  
I f  U E ! )  r e p r e s e n t s  t h e  e a r t h ' s  g r a v i t a t i o n a l  p o -
t e n t i a l ,  t h e n  t h e  e x p a n s i o n  o f  U $  i n  t e r m s  o f  
z o n a l  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  ( t e s s e r a l  a n d  s e c t o r a l  
h a r m o n i c s  h a v e  n o t  y e t  b e e n  d e t e r m i n e d  w e l l  e n o u g h  
f o r  t h e i r  i n c l u s i o n )  c a n  b e  w r i t t e n  
UQ ; )  
G M
e  
f  - t  J ,  
( r : : )  ,  P ,  ( " ,  _ ]  
r
E l l  
. 6 .  
( 5 2 )  
w h e r e  r e  . 6 .  i s  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  v e h i c l e  f r o m  t h e  
e a r t h ,  J  n '  n  =  1 ,  2 ,  .  .  .  a r e  e m p i r i c a l  c o n s t a n t s  
( d e t e r m i n e d  f r o m  g e o d e t i c  a n d  s a t e l l i t e  m e a s u r e -
m e n t s )  a n d  g i v e n  i n  C h a p t e r  I I ,  R e  i s  t h e  m e a n  
e q u a t o r i a l  r a d i u s  o f  t h e  e a r t h  ( R
e  
=  6 , 3 7 8 , 1 6 3  m ) ,  
4 > '  i s  t h e  g e o c e n t r i c  l a t i t u d e ,  a n d  P  n  ( s i n  4 > ' )  i s  t h e  
a s s o c i a t e d  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l  o f  s i n  4 > ' .  T h e  
a b o v e  f o r m  o f  U
E I l  
h a s  b e e n  a d o p t e d  b y  t h e  I n t e r -
n a t i o n a l  C o m m i s s i o n  o n  C e l e s t i a l  M e c h a n i c s  ( R e f .  
9 ) .  L e t  U
e  
=  U
o  
+  U
2  
+  U
3
,  w h e r e ,  b y  c o m p a r i -
s o n  w i t h  E q  ( 5 1 )  
G M
e  
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o  T $ . 6 .  
2  2  
G M  ( R e )  3  s i n  C P '  - 1  
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I  
I  
I  
U
o  
r e p r e s e n t s  t h e  s p h e r i c a l l y  s y m m e t r i c  
e a r t h ,  w h i c h  J 1 a s  a l r e a d y  b e e n  a c o u n t e d  f o r  b y  
r E a  / : : ; .  
t h e  t e r m  - G  ~ M E a  i n  E q  ( 5 0 ) .  U
1
,  t h e  t e r m  
r E a / : : ; .  
c o r r e s p o n d i n g  t o  n  =  1  i n  E q  ( 5 2 ) ,  v a n i s h e s  i f  t h e  
c e n t e r  o f  g r a v i t y  o f  t h e  e a r t h  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  
o r i g i n  o f  c o o r d i n a t e s  ( R e f .  1 0 ,  p  4 3 ) .  
U
2  
i s  t h e  o b l a t e n e s s  t e r m  ( o r  s e c o n d  z o n a l  
h a r m o n i c )  w h i c h  i s  t h e  l a r g e s t  t e r m  i n  t h e  e x -
p a n s i o n ,  w h i l e  U
3  
r e p r e s e n t s  t h e  h i g h e r  o r d e r  
z o n a l  h a r m o n i c s  o f  t h e  e a r t h  w h i c h  m a y  b e  n e g -
l e c t e d  f o r  l u n a r  t r a j e c t o r y  s t u d i e s  a s  m e n t i o n e d  
a b o v e .  T h e  n u m e r i c a l  v a l u e  f o r  
- 6  
J  2  =  1 0 8 2 . 2 8  x  1 0  
L e t  f " "  , f  a n d  f  b e  t h e  x E a ,  Y 9 ,  z 9  c o m -
v X  E a Y  9 z  
p o n e n t s  o f  f 9  a s  d e f i n e d  b y  E q  ( 5 0 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  
T h e n  t h e s e  c o m p o n e n t s  a r e  g i v e n  b y  
a
U
2  
a U
2  
f E a X  =  a x '  f E a  y  =  a y -
a U
2  
f  = - -
E a  z  a z  
( 5 4 )  
N e x t  w e  t u r n  t o  f  ( [  T o  o b t a i n  f ( [  ,  i t  i s  c o n -
v e n i e n t  t o  f i n d  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  l u n a r  g r a v i -
t a t i o n  p o t e n t i a l  U
a  
a n d  d e f i n e  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
f o r c e  a s  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  p o t e n t i a l .  U~ i s  d e -
f i n e d  b y  
r  d M
q  
U~ =  G  J~-s- ( 5 5 )  
w h e r e  d M
q  
i s  a n  e l e m e n t  o f  m a s s  o f  t h e  m o o n ,  
s  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  d M ( (  t o  t h e  s p a c e  v e h i c l e ,  
a n d  S .  i n d i c a t e s  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  t o t a l  m a s s  o f  
f  
t h e  m o o n .  T h e  f u n c t i o n  ~ c a n  b e  e x p a n d e d  i n  
t e r m s  o f  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s ,  
U (  = U q O + U ( ( 1 + U C l 2 + .  
( 5 6 )  
w h e r e  A l e x a n d r o v  ( R e f .  1 1 )  a n d  B a k e r ,  M a k e m s o n  
( R e f .  1 2 )  h a v e  g i v e n  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  U f O '  
U  q  2  a n d  U  < r  3 '  a f t e r  a  s l i g h t  c h a n g e  i n  n o t a t i o n * .  
G M «  
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/ : : ; .  
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T h e  t e r m  a  i s  t h e  s e m i a x i s  o f  i n e r t i a  o f  t h e  m o o n ,  
i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  e a r t h ,  r  S  / : : ; .  i s  t h e  d i s t a n c e  
f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  m o o n  t o  t h e  v e h i c l e ,  U < r  0  
i s  t h e  c e n t r a l  f o r c e  t e r m  a r i s i n g  f r o m  t h e  s p h e r i -
c a l l y  s y m m e t r i c  m o o n ,  U  h  s h o w s  t h a t  t h e  m o -
m e n t  a b o u t  t h e  c e n t e r  o f  m a s s  v a n i s h e s  b y  s y m -
m e t r y ,  a n d  U  q  2  c o m e s  a b o u t  s i n c e  t h e  m o o n  i s  
a  t r i a x i a l  e l l i p s o i d  ( i .  e . ,  a n  e l l i p s o i d  w i t h  d i f -
f e r e n t  s e m i m a j o r  a x e s  i n  t h r e e  m u t u a l l y  o r t h o -
g o n a l  d i r e c t i o n s  f r o m  t h e  c e n t e r ) .  l a '  I b  a n d  I c  
a r e  t h e  m o m e n t s  o f  i n e r t i a  a b o u t  t h e  t h r e e  p r i n c i -
p a l  s e m i a x e s  o f  i n e r t i a ,  a ,  b a n d  c  o f  t h e  m o o n ,  s u c h  
t h a t  c  i s  a l o n g  t h e  l u n a r  p o l a r  a x i s ,  a  i s  i n  t h e  
e a r t h  I  s  d i r e c t i o n  ( e x c l u d i n g  s m a l l  l i b r a t i o n s )  a n d  
b  c o m p l e t e s  t h e  r i g h t - h a n d  s y s t e m  i n  t h e  l u n a r  
e q u a t o r i a l  p l a n e .  
T h e  s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  a x e s  x S '  y S '  Z s  
c o i n c i d e  w i t h  t h e  p r i n c i p a l  a x e s  o f  i n e r t i a  a ,  b ,  c .  
T h e  a n g l e s  < l > q  a n d  f 3 q  a r e  t h e n  d e f i n e d  t o  b e  t h e  
a n g l e  b e t w e e n  t h e  r a d i u s  v e c t o r  t o  t h e  v e h i c l e  a n d  
t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  ( o r  t h e  s e l e n o g r a p h i c  
l a t i t u d e ) ,  a n d  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  Y S - a x i s  a n d  
t h e  r a d i u s  v e c t o r ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e s e  r e l a t i o n -
s h i p s  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  
~s 
f : : .  
L u n a r  
« J (  P b  : ) f t 4  
I---'-/~~ 
Y s  
,  I  /  
a  
_ _ _  v  
s  
T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  U  q  2  g i v e n  b y  P i n e s  a n d  
W o l f  ( R e f .  1 3 )  a g r e e  w i t h  t h i s  e x p r e s s i o n  i f  t h e i r  
s y m b o l  'Y~M i s  r e p l a c e d  b y  R~M ( w h i c h  c o r r e s -
p o n d s  t o  r~/::;. i n  t h e  n o t a t i o n  o f  t h e  p r e s e n t  c h a p -
t e r ) .  
* A c t u a l l y ,  B a k e r  a n d  M a k e m s o n  ( R e f .  1 1 )  d e f i n e  
a  u n i t  v e c t o r  ~ S  / : : ; .  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  
r a d i u s  v e c t o r  r
S
/ : : ; .  w i t h  c o m p o n e n t s  x
S 6
'  Y S 6 '  
z s / : : ; .  a l o n g  t h e  s e l e n o g r a p h i c  a x e s .  C l e a r l y ,  
Y S 6  
rS~ 
z S 6  
=  c o s  ~q, rS~ 
s i n  < l > q  •  
c o s  ( 9 0  - < l > q  )  
- 1  
)  
I  
I  
T h e  f o r m  o f  U  q  2  i n  E q  ( 5 7 )  i s  g i v e n  i n  t h e  
s e l e n o g r a p h i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w h i c h  r o t a t e s  
w i t h  t h e  m o o n  ( s e e  p r e c e d i n g  s k e t c h ) .  F r o m  
t h i s  p o i n t  o n e  m a y  p r o c e e d  i n  t w o  d i f f e r e n t  w a y s .  
T h e  f i r s t  w o u l d  b e  t o  t r a n s f o r m  U  a  2  t o  t h e  g e o -
c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  u s e d  i n  t h e  e q u a -
t i o n s  o f  m o t i o n ,  E q  ( 5 0 ) .  S i n c e  t h e  i n f l u e n c e  o f  
U  ( 2  o n  t h e  t r a j e c t o r y  i s  s t r o n g e s t  n e a r  t h e  m o o n ,  
i t  i s  m o r e  p r a c t i c a l  t o  w r i t e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o -
t i o n  i n  a  s e l e n o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  o r ,  p r e f e r a b l y ,  
l u n a r  e q u a t o r i a l  s y s t e m  a n d  c o n s e q u e n t l y  t r a n s -
f o r m  U  q  2  t o  t h a t  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  I f  t h e  s e c -
o n d  a p p r o a c h  i s  t a k e n ,  a n d  t h e  n e w  p e r t u r b a t i v e  
e x p r e s s i o n  i s  d e n o t e d  b y  U '  q  2 '  t h e n  t h . : .  c o m p o -
n e n t s  o f  t h e  p e r t u r b a t i v e  a c c e l e r a t i o n  f (  i n  t h e  
l u n a r  e q u a t o r i a l  s y s t e m  a r e  g i v e n  f o r m a l l y  b y  
f  =  a u '  q 2  f  =  a u '  q  2  
q  x  a x  q  f : : ; .  ,  q  y  a y  (  f : : ; .  
a u '  q 2  
f  ( z  =  a z  ( f : : ; .  
E x p r e s s i o n s  f o r  f  ~ a n d  U '  q  2  w i l l  b e  g i v e n  i n  
C h a p t e r s  V I I  a n d  I I .  
( 5 8 )  
A t  t h i s  t i m e  t h e  k n o w l e d g e  o f  t h e  l u n a r  s h a p e  
a n d  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  i n s i d e  o f  t h e  m o o n  i s  
s l i g h t  a n d  t e r m s  b e y o n d  U  a  2  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  
U q  g i v e n  b y  E q  ( 5 6 )  a r e  t o o  u n c e r t a i n  f o r  t h e i r  
i n c l u s i o n .  I n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  U q  ,  E q s  ( 5 6  
a n d  ( 5 7 ) ,  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  a ,  b ,  c ,  l a '  I
b
,  
I c  g i v e n  i n  C h a p t e r  I I ,  a r e  b a s e d  o n  o b s e r v a t i o n s  
o f  t h e  m o o n  a n d  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  l u n a r  d e n -
s i t y  i s  c o n s t a n t  o v e r  c o n c e n t r i c  e l l i p s o i d a l  s h e l l s .  
M o r e  a c c u r a t e  n u m e r i c a l  v a l u e s  a n d  e x p r e s s i o n s  
f o r  U q  t o g e t h e r  w i t h  l o c a l  l u n a r  g r a v i t y  a n o m a l i e s  
w i l l  b e c o m e  a v a i l a b l e  a s  s o o n  a s  a  l o n g - t e r m  l u n a r  
s a t e l l i t e  c a n  b e  o b s e r v e d  f r o m  t h e  l u n a r  s u r f a c e  
a n d  w h e n  g r a v i t y  m e a s u r e m e n t s  c a n  b e  m a d e  o n  
t h e  m o o n .  
b .  B r i e f  d i S C U S S i o n  o f  i n t e g r a t i o n  m e t h o d s  
a n d  t e c h n i q u e s  
E x p r e s s i o n s  f o r  a l l  g r a V i t a t i o n a l  t e r m s  i n  t h e  
e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e ,  E q  ( 5 0 ) ,  
h a v e  b e e n  g i v e n  p r e v i o u s l y .  B e f o r e  t u r n i n g  t o  
t h e  n o n g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  t e r m ; . 6  M . 6  i n  E q  ( 5 0 ) ,  
i t  i s  h e l p f u l  t o  d i s c u s s  t h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  o f  
t h i s  v e c t o r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w h i c h  c o r r e s -
p o n d s  t o  t h r e e  s e c o n d - o r d e r  s c a l a r  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s ,  o r  a n  e q u i v a l e n t  s y s t e m  o f  s i x  f i r s t -
o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
T h e  p r o b l e m  i s  t o  f i n d  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  s u b j e c t  t o  i t s  p o s i -
t i o n  a n d  v e l o c i t y  a t  s o m e  i n i t i a l  t i m e  t  =  t o '  o r  
i t s  m o t i o n  o r  t r a j e c t o r y .  M a t h e m a t i c a l l y  s p e a k -
i n g ,  t h i s  i s  a n  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  i n  o r d i n a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  t i m e  t  a s  t h e  i n d e -
p e n d e n t  v a r i a b l e  a n d  t h e  c o o r d i n a t e s  x , . "  y  ,  z  
' "  E 9  E &  
a s  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  I n  o r d e r  t o  p r o c e e d  
w i t h  t h e  s o l u t i o n ,  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  m o o n ,  s u n  
- I  
a n d  p l a n e t s  m u s t  b e  k n o w n  i n  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  
c o o r d i n a t e s .  T h e s e  p o s i t i o n s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  y e a r l y  A m e r i c a n  E p h e m e r i s  ( R e f .  1 4 ) .  I f  e a r t h  
o b l a t e n e s s  a n d  t h e  t r i a x i a l i t y  o f  t h e  m o o n  a r e  i n -
c l u d e d  i n  t h e  p h y s i c a l  m o d e l ,  t h e n  n u m e r i c a l  v a l -
u e s  f o r  c e r t a i n  o t h e r  c o n s t a n t s  o f  t h e  s h a p e  a n d  
d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e s e  c e l e s t i a l  b o d i e s  a r e  
r e q u i r e d  a s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s u b s e c t i o n .  
F o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a -
t i o n ,  E q  ( 5 0 ) ,  i s  s o l v e d  n u m e r i c a l l y  o n  a  d i g i t a l  
c o m p u t e r .  T h e r e  a r e  s e v e r a l  m e t h o d s  o f  i n t e g r a -
t i o n  a v a i l a b l e  ( C o w e l l ' s  m e t h o d ,  E n c k e ' s  m e t h o d ,  
f o r  e x a m p l e ) ,  e a c h  w i t h  i t s  o w n  a d v a n t a g e s  a n d  
d i s a d v a n t a g e s  f o r  a  s p e c i f i c  p h y s i c a l  p r o b l e m .  
I n  a d d i t i o n  o n e  c a n  u s e  v a r i o u s  n u m e r i c a l  i n t e g r a -
t i o n  t e c h n i q u e s  ( R u n g e - K u t t a  t e c h n i q u e ,  f o r  e x a m -
p l e ) ,  i n  w h i c h  t h e  i n t e g r a n d  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  
p o l y n o m i a l  o f  f i n i t e  o r d e r  a t  e a c h  c o m p u t a t i o n  
s t e p .  T w o  t y p e s  o f  e r r o r s  a r i s e  f r o m  t h e  i n t e -
g r a t i o n  t e c h n i q u e ,  o n e  d u e  t o  t h e  f i n i t e  n u m b e r  o f  
t e r m s  i n  t h e  s e r i e s ,  c a l l e d  t h e  t r u n c a t i o n  e r r o r ,  
a n d  a n  e r r o r  d u e  t o  t h e  f i n i t e  n u m b e r  o f  d i g i t s  
c a r r i e d  o n  t h e  c o m p u t e r ,  c a l l e d  t h e  r o u n d - o f f  
e r r o r .  I n  g e n e r a l  i t  c a n  b e  s t a t e d  t h a t  t h e  f e w e r  
t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c o m p u t a t i o n  s t e p s  i n  a  g i v e n  
p h y s i c a l  p r o b l e m ,  t h e  l e s s  t h e  e r r o r .  T h e  t e r m  
s p e c i a l  p e r t u r b a t i o n s  i s  g i v e n  t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  
o f  a  t r a j e c t o r y  b y  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n ;  a  m o r e  
c o m p l e t e  d i s c u s s i o n  o f  s p e c i a l  p e r t u r b a t i o n s  c a n  
b e  f o u n d  i n  C h a p t e r  I V  o f  R e f .  3 .  
T h e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  s p a c e  v e h i c l e  
t r a j e c t o r i e s  a n d  t h e  o r b i t s  o f  c e l e s t i a l  b o d i e s  i s  
b a s e d  u p o n  o n e  o f  t h r e e  m e t h o d s ,  a n d  v a r i a t i o n s  
t h e r e o f .  T h e  m o s t  d i r e c t  i n  c o n c e p t  i s  C o w e l l ' s  
m e t h o d .  I n  t h i s  m e t h o d  t h e  r e c t a n g u l a r  c o m p o -
n e n t s  o f  a c c e l e r a t i o n  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
a r e  i n t e g r a t e d  d i r e c t l y ,  y i e l d i n g  t h e  r e c t a n g u l a r  
c o m p o n e n t s  o f  v e l o c i t y  a n d  p o s i t i o n .  O n e  d i s a d -
v a n t a g e  o f  t h e  m e t h o d  i s  t h a t  t h e  a c c e l e r a t i o n  
t e r m  i n  t h e  i n t e g r a t i o n  c h a n g e s  r a p i d l y  w i t h  t i m e ,  
t h e r e b y  n e c e s s i t a t i n g  t h e  u s e  o f  s m a l l  c o m p u t a t i o n  
s t e p s  ( o r  t i m e  i n t e r v a l s ) .  A  s e c o n d  m e t h o d ,  a n d  
t h e  o n e  m o s t  o f t e n  u s e d  i n  b a l l i s t i c  t r a j e c t o r y  
c o m p u t a t i o n 6 ,  i s  E n c k e  f  s  m e t h o d .  H e r e ,  i n s t e a d  
o f  o b t a i n i n g  t h e  a c t u a l  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  c o o r d i  
n a t e s ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a c t u a l  p o s i t i o n  
a n d  v e l o c i t y  c o o r d i n a t e s  a n d  t h a t  o f  a  K e p l e r i a n  
o r b i t  a r e  c o m p u t e d .  S o m e  t i m e ,  d e s i g n a t e d  t h e  
e p o c h  o f  o s c u l a t i o n ,  i s  u t i l i z e d  t o  d e f i n e  t h e  r e f -
e r e n c e  c u r v e .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  f o r  t i m e s  n e a r  
t h e  e p o c h  o f  o s c u l a t i o n ,  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  p e r t u r -
b a t i o n s  a r e  s m a l l  a n d  c a n  t h u s  b e  s u m m e d  o v e r  
r e l a t i v e l y  l a r g e  t i m e  i n t e r v a l s .  A  d i s a d v a n t a g e  
l i e s  i n  t h e  f a c t  t h a t  a  n e w  e p o c h  o f  o s c u l a t i o n  
m u s t  b e  i n t r o d u c e d  w h e n  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  p e r -
t u r b a t i o n s  b e c o m e  l a r g e .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  
k n o w n  a s  r e c t i f y i n g  t h e  K e p l e r i a n  r e f e r e n c e  o r b i t .  
A n o t h e r  m e t h o d  i s  t h e  V a r i a t i o n  o f  P a r a m e t e r s  
w h i c h  i s  d i s c u s s e d  b y  B r o u w e r  a n d  C l e m e n c e  ( R e f .  
I S ) .  T h e r e  h a v e  b e e n  s o m e  r e c e n t  s t u d i e s  ( B a k e r  
e t  a l . ,  R e f .  1 6 ,  P i n e s  e t  a l . ,  R e f .  1 7 ,  f o r  e x a m -
p l e )  o f  t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  v a r i o u s  i n t e g r a t i o n  
m e t h o d s  i n  t e r m s  o f  s i m p l i c i t y ,  a r e a  o f  a p p l i c a -
b i l i t y  a n d  c o m p u t i n g  t i m e ,  a s  w e l l  a s  a c c u r a c y  
a n d  i n t e r p r e t a t i o n .  
F o r  l o n g - t e r m  e p h e m e r i d e s ,  s u c h  a s  l o n g -
t e r m  a r t i f i c i a l  s a t e l l i t e s  o f  t h e  e a r t h  a n d  m o o n  
a n d  p e r i o d i c  c i r c u m l u n a r  a n d  a l l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  
n u m e r i c a l  m e t h o d s  a r e  n o t  w e l l  s u i t e d  s i n c e  a  
I  
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v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  c o m p u t a t i o n  s t e p s  a r e  r e -
q u i r e d  a n d  h e n c e  t h e  a c c u m u l a t e d  e r r o r  b e c o m e s  
e x c e s s i v e .  I n  t h e s e  c a s e s  o n e  m u s t  r e s o r t  t o  
g e n e r a l  p e r t u r b a t i o n s ,  w h i c h  i s  t h e  a n a l y t i c a l  
i n t e g r a t i o n  o f  s e r i e s  e x p a n s i o n s  o f  t h e  p e r t u r b i n g  
f o r c e s ,  o r  a  c o m b i n a t i o n  o f  s p e c i a l  a n d  g e n e r a l  
p e r t u r b a t i o n s .  E x a m p l e s  o f  g e n e r a l  p e r t u r b a t i o n s  
a r e  t h e  v a r i o u s  l u n a r  t h e o r i e s  d i s c u s s e d  i n  C h a p -
t e r  I I I .  A  d i s c u s s i o n  o f  g e n e r a l  p e r t u r b a t i o n s  
c a n  b e  f o u n d  i n  C h a p t e r  I V  o f  R e f .  3 .  
F o r  s h o r t  t r a n s i t  t r a j e c t o r i e s  a s  e n v i s i o n e d  
f o r  a p p r o a c h ,  i m p a c t ,  l u n a r  l a n d i n g ,  t h e  a c c u -
r a c y  a f f o r d e d  b y  g e n e r a l  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  i s  
o f f s e t  b y  i t s  f o l l o w i n g  i n a d e q u a c i e s :  ( 1 )  t h e  
t h e o r i e s  h a v e  n o t  y e t  i n c l u d e d  a  c o m p l e t e  a n a l -
y s i s  o f  a l l  p e r t u r b i n g  a c c e l e r a t i o n s  s u c h  a s  s o l a r  
r a d i a t i o n  p r e s s u r e ,  a n d  ( 2 )  t h e  t h e o r i e s  a r e  v e r y  
c o m p l i c a t e d  t o  p r o g r a m  ( a l t h o u g h  s h o r t  i n  m a -
c h i n e  t i m e )  a n d  a l m o s t  i ' m p o s s i b l e  t o  c h e c k .  F o r  
t h e s e  r e a s o n s  g e n e r a l  p e r t u r b a t i o n  t h e o r i e s  w i l l  
n o t  b e  d i s c u s s e d  a n y  f u r t h e r  i n  t h i s  c h a p t e r .  
I n  o r d e r  t o  c o m p a r e  t h e  v a r i o u s  s p e c i a l  p e r -
t u r b a t i o n  m e t h o d s ,  t h e  f o l l o w i n g  t a b l e  t a k e n  p r i -
m a r i l y  f r o m  p a g e  F - 2  o f  R e f .  1 8  i s  u s e f u l :  
M e t h o d  
C o w e l l ' s  
E n c k e ' s  
V a r i a t i o n  o f  
P a r a m e t e r s  
A d v a n t a g e s  
S i m p l i C i t y  i n  
p r o g r a m m i n g  
a n d  a n a l y s i s  
U n i v e r s a l l y  a p -
p l i c a b l e  
C o o r d i n a t e  c o n -
v e r s i o n  u n -
n e c e s s a r y  
S m a l l e r  n u m b e r  
o f  i n t e g r a t i o n  
s t e p s  t h a n  
C o w e l l ' s  m e t h o d  
R e d u c e d  c o m -
p u t i n g  t i m e  a s  
c o m p a r e d  w i t h  
C o w e l l ' s  m e t h o d  
I m p r o v e d  a c c u -
r a c y  
D e t e c t i o n  o f  
s m a l l  p e r t u r b a -
t i o n s  
S m a l l e r  n u m b e r  
o f  i n t e g r a t i o n  
s t e p s  t h a n  
C o w e l l ' s  
R e d u c e d  c o m -
p u t i n g  t i m e  
r e l a t i v e  t o  
C o w e l l ' s  
I m p r o v e d  a c c u -
r a c y  a s  c o m -
p a r e d  w i t h  
C o w e l l ' s  ( a b o u t  
s a m e  a s  E n c k e ' s )  
D e t e c t i o n  o f  s m a l l  
p e r t u r b a t i o n s  
D i s a d v a n t a g e s  
I n c r e a s e d  n u m b e r  
o f  i n t e g r a t i o n  
s t e p s  
E x c e s s i v e  e r r o r  
a c c u m u l a t i o n  
I n c r e a s e d  c o m -
p u t i n g  t i m e  
D e t e  c t i o n  o f  
s m a l l  p e r t u r -
b a t i o n s  d i f f i c u l t  
I n c r e a s e d  c o m -
p u t i n g  t i m e  f o r  
e a c h  s t e p  
C o m p l e x  p r o g r a m  
S p e c i a l  p r o g r a m  
f o r  n e a r - p a r a -
b o l i c  o r b i t s  
M o s t  c o m p l e x  t o  
p r o g r a m  
M o s t  c o m p u t i n g  
t i m e  
M o s t  u s e f u l  f o r  
e a r t h - s a t e l l i t e s  
o f  m o d e r a t e  
e c c e n t r i c i t y  
A n o t h e r  c o n s i d e r a t i o n  i n  n u m e r i c a l  c a l c u l a -
t i o n s  i s  t h e  i n t e g r a t i o n  t e c h n i q u e  t o  b e  u s e d .  T h e  
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c h o i c e  i s  b e t w e e n  u s e  o f  a  s i n g l e  c o m p u t a t i o n  s t e p  
t e c h n i q u e  s u c h  a s  t h e  R u n g e - K u t t a ,  a  f o u r t h - o r d e r  
m u l t i s t e p  p r e d i c t o r - c o r r e c t o r  t e c h n i q u e  s u c h  a s  
M i l n e ' s  a n d  A d a m s - M o u l t o n ' s  o r  a  h i g h e r  o r d e r  
m u l t i s t e p  t e c h n i q u e  s u c h  a s  A d a m s '  B a c k w a r d  
D i f f e r e n c e ,  O b r e c h k o f f ,  a n d  G a u s s - J a c k s o n .  
T h e r e  e x i s t  a l s o  s p e c i a l  t e c h n i q u e s  f o r  s e c o n d -
o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  s u c h  a s  t h e  s p e c i a l  
R u n g e - K u t t a  a n d  M i l n e - S t o r m e r .  F o r  e a c h  m u l t i -
s t e p  t e c h n i q u e  s p e c i a l  f o r m u l a s  ( f o r  e x a m p l e ,  a  
R u n g e - K u t t a  t e c h n i q u e  o r  a  T a y l o r  s e r i e s  e x p a n -
s i o n )  m u s t  b e  d e v i s e d  f o r  s t a r t i n g  t h e  s c h e m e  a t  
t h e  g i v e n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h e  m o s t  i m p o r t a n t  
f a c t o r s  i n  t h e  c h o i c e  o f  a n  i n t e g r a t i o n  t e c h n i q u e  
f o r  s p a c e  v e h i c l e  t r a j e c t o r i e s  a r e  h i g h  s p e e d  a n d  
g o o d  a c c u r a c y .  T h e  l a t t e r  i n v o l v e s  l o w  t r u n c a -
t i o n  o r  r o u n d - o f f  e r r o r ,  e a s e  o f  c h a n g i n g  s t e p  s i z e  
a n d  l i t t l e  e r r o r  g r o w t h .  T h e  r o u n d - o f f  e r r o r  
c a n  b e  r e d u c e d  b y  u s i n g  a  d o u b l e  p r e c i s i o n  p r o c -
e s s ,  i .  e . ,  b y  c a r r y i n g  a l l  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  i n  
d o u b l e  p r e c i s i o n .  T h e  a d v a n t a g e s  a n d  d i s a d v a n -
t a g e s  o f  t h e  v a r i o u s  s c h e m e s  a r e  d i s c u s s e d  m o r e  
f u l l y  i n  C h a p t e r  I V  o f  R e f .  3  ( s e e  a l s o  R e f s .  1 5  
a n d  1 8 ) .  
F o r  b a l l i s t i c  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  E n c k e ' S  i n t e -
g r a t i o n  m e t h o d  o r  a  v a r i a t i o n  t h e r e o f  s e e m s  t o  
b e  b e s t  s u i t e d  d u e  t o  t h e  s m a l l n e s s  o f  t h e  p e r -
t u r b a t i o n s  t h r o u g h o u t  t h e  t r a j e c t o r y  ( t h i s  c a n  b e  
s e e n  b y  t h e  w a y  s u c c e s s i v e  t w o - b o d y  p r o b l e m s  
c a n  b e  u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  t r a j e c t o r y  r e l a t i v e l y  
a c c u r a t e l y ) .  T h e  e p o c h  o f  o s c u l a t i o n  s h o u l d  b e  
c h a n g e d  w h e n e v e r  t h e  s p h e r e  o r  v o l u m e  o f  i n f l u -
e n c e  o f  t h e  m o o n  i s  e n t e r e d  o r  l e f t .  F o r  a n  a c -
c u r a t e  s i m u l a t i o n  o f  l a r g e  t h r u s t s  d u r i n g  t h e  
f l i g h t ,  C o w e l l ' s  m e t h o d  i s  p r e f e r a b l e  d u r i n g  
r o c k e t  b u r n i n g .  O f  t h e  v a r i o u s  i n t e g r a t i o n  t e c h -
n i q u e s  R e f .  1 8  s e e m s  t o  f a v o r  s l i g h t l y  t h e  G a u s s -
J a c k s o n  s c h e m e  o v e r  t h e  o t h e r s ,  w h i l e  t h e  
O b r e c h k o f f  s c h e m e  h a s  b e e n  f o u n d  u s e f u l  i n  t h e  
r e d u c t i o n  o f  c o m p u t i n g  t i m e .  T h e  i n t e r p l a n e t a r y  
( a n d  l u n a r )  t r a j e c t o r y  p r o g r a m  d e s c r i b e d  i n  R e f .  
1 3  u s e s  a  m o d i f i e d  E n c k e ' s  m e t h o d  w i t h  a n  A d a m s '  
s i x t h - o r d e r  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  i n t e g r a t i o n  t e c h -
n i q u e  w h i c h  i s  i n i t i a t e d  b y  a  R u n g e - K u t t a  s c h e m e .  
E n c k e ' S  m e t h o d .  D u e  t o  i t s  w i d e s p r e a d  u s e  i n  
b a l l i s t i c  l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  E n c k e ' s  m e t h o d  w i l l  
b e  d e s c r i b e d  i n  t h i s  s u b s e c t i o n .  T h i s  m e t h o d  i s  
u s e d  w i t h  s o m e  m o d i f i c a t i o n s  i n  t h e  t r a j e c t o r y  
p r o g r a m  d e s c r i b e d  i n  R e f .  1 3 .  T h i s  t r a j e c t o r y  
p r o g r a m ,  i n  t u r n ,  h a s  b e e n  u s e d  w i t h  s o m e  m i n o r  
m o d i f i c a t i o n s  f o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  n - b o d y  l u n a r  
t r a j e c t o r i e s  i n  t h i s  m a n u a l .  
F o r  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  b a s i c  E n c k e '  s  m e t h o d  
w i t h o u t  m o d i f i c a t i o n s ,  c o n s i d e r  E q  ( 5 0 )  r e p e a t e d  
h e r e :  
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D i v i d i n g  t h i s  e q u a t i o n  b y  M e .  a n d  t a k i n g  t h e  d o t  
p r o d u c t  w i t h  ~Ef) ' YG }  ,  ~G}' r e s p e c t i v e l y ,  y i e l d s  
t h e  x G }  YE f l  Z E f )  c o m p o n e n t s  o f  v e h i c l e  a c c e l e r a t i o n .  
T h e  x e  - c o m p o n e n t  o f  v e h i c l e  a c c e l e r a t i o n  b e -
c o m e s  
X e D .  
X  e  e .  =  - G  - g - - M e  +  f e  x  
r e D .  
n  
+ L  
~-G) t ' - - ¥  
L  \ ;  E l l  e .  
Xi~ )  
- - g - -
M j  +  fj~ 
+  n D . x  
i =  q  
r  i E f l  
i  =  q  , 1 ,  2 ,  .  .  .  n  ( 5 9 )  
w i t h  s i m i l a r  e x p r e s s i o n s  f o r  ; : E I l  D .  a n d  z · E f l  D . .  
H e r e  f i x  r e p r e s e n t s  t h e  x G }  - c o m p o n e n t ,  i n  
x E f l  YE l l  z E I l  c o o r d i n a t e s ,  o f  t h e  a s p h e r i c a l  g r a v i -
t a t i o n a l  t e r m s  o f  t h e  i t h  b o d y  a f f e c t i n g  v e h i c l e  
m o t i o n ,  a n d  n D . x  i s  t h e  x - c o m p o n e n t  o f  t h e  r e -
s u l t a n t  o f  a l l  n o n g r a v i t a t i o n a l  a c c e l e r a t i o n s  a c t -
i n g  o n  t h e  v e h i c l e  i n  x e  y~ z E f l  c o o r d i n a t e s .  
F o r  b r e v i t y  n e g l e c t  a l l  b u t  t h e  s p h e r i c a l  g r a v i -
t a t i o n a l  t e r m s ,  i .  e . ,  n - b o d y  m o t i o n ,  s i n c e  t h e  
o t h e r  m a y  b e  s u p e r i m p o s e d  a t  t h e  e n d .  T h e n  E q s  
( 5 9 )  b e c o m e :  
G X E I l D .  
x  E l l  D .  =  - - - - - - r - M E I l  
r E l l D .  
n  ( X E I l  D .  x
i E l l  
: \  
+  L  ( - G )  T  - T )  M i '  
i = «  E f l  D .  1 $  
i = 4 , 1 , 2 ,  . .  n  
( 6 0 )  
w i t h  s i m i l a r  e x p r e s s i o n s  f o r  Y  E I l D .  a n d  Z  E I l D . .  
C o n s i d e r  t h e  p a t h  t h a t  t h e  v e h i c l e  w o u l d  f o l l o w  
i f  a c t e d  o n  o n l y  b y  t h e  g r a v i t a t i o n a l  a t t r a c t i o n  o f  
t h e  e a r t h .  L e t  t h e  v e h i c l e  r a d i u s  v e c t o r ,  i t s  c o m -
p o n e n t s  o f  p o s i t i o n  a n d  a c c e l e r a t i o n  i n  t h i s  u n p e r -
t u r b e d  r e s t r i c t e d  t w o - b o d y  m o t i o n  b e  r  , x E f ) '  
• .  • . • .  E f l  u  u  
Y G } u '  z E f l u '  a n d  X
E f l U
'  Y E f l u '  z E f l u '  r e s p e c t i v e l y .  
T h e  u n p e r t u r b e d  v e h i c l e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  
t h i s  c a s e  a r e :  
x  E f l U  
G X E f ) u  
~MEfl 
r  E f l u  
a n d  s i m i l a r  e x p r e s s i o n s  f o r  ) ; E f l  u  a n d  Z· E f l u ·  
( 6 1 )  
S u b t r a c t  E q s  ( 6 1 )  f r o m  E q s  ( 6 0 ) ,  a n d  d e f i n e  
n e w  c o o r d i n a t e s  ! ; E f l D . '  T l E f l D . '  ~ EflD. b y  t h e  r e l a -
t i o n s  x E f l D .  - x $ - u  =  ! ; E I l D . '  y~D. - Y E f l U  =  T l e D . '  
z $ - D . - z E f l u  ~ EflD.· 
T h e n  
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e  
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X E f l D .  X E f ) U )  
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i = q  r  E f l  e .  r  i E l l  
i  =  q  , 1 , 2 ,  . . .  n  
( 6 2 )  
a n d  s i m i l a r  e x p r e s s i o n s  h o l d  f o r  T l  E f l  D .  a n d  ~ E f )  e . .  
C o n s i d e r  t h e  f i r s t  t e r m  i n  E q  ( 6 2 ) .  T a k i n g  
o n l y  t h e  t e r m  i n  p a r e n t h e s e s  a n d  m u l t i p l y i n g  b y  
(  - 1 ) ,  i t  c a n  b e  w r i t t e n  
(
X e
u  
x e D .  1  
- - 3 - - - g - - )  - g - -
r E f ) U  r E f l D .  r e
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(  
r 3  
x  E I l u  
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( 6 3 )  
N o w ,  e x p r e s s i n g  r  E I l D .  i n  t e r m s  o f  x
e o
'  Y e o '  z e o '  
! ; e D . '  T l e D . '  ~ ~D. 
2  2  2  2  
r e D .  =  x  E f l D .  +  Y  e D .  +  z e D .  
T h e n  
2  
r E f ) e .  
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r
E f l u  
P u t  
2 2 2  
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( X
E f l U  
+  1 / 2  ! ; E f l D . ) ! ; e D .  +  ( Y
e u  
1  +  2  +  1 / 2  T l E f l e . ) T l E f l e .  +  ( z G } U  +  1 / 2  ~ ee.) ~ ee. 
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r  E f l u  
( 6 5 )  
( X E f ) u  +  1 / 2  ! ; e D . ) ! ; E f l D .  +  ( Y E I l u  +  1 / 2  T l E f l D . ) T l E f l D .  
+  ( z E I l u  +  1 / 2  ~ Efle.) ~ EflD. 
q  =  2  
r  e u  
( 6 6 )  
T h e n  
2  
(
: E f l D .  )  
E f l U  
1  +  2 q  
a n d  
3  
(
~) 
r E f l D .  
( 1  +  2 q ) - 3 / 2  
I V - 2 7  
r  
A s s u m e  t h a t  t h e  t r u e  o r b i t ,  E q  ( 6 0 ) ,  d o e s  n o t  
d i f f e r  m u c h  f r o m  t h e  K e p l e r i a n  o r b i t ,  E q  ( 6 1 ) ,  
s o  t h a t  S  e l : . '  l 1
e
l : . '  ~ e l:.' a r e  v e r y  s m a l l  i n  c o m -
p a r i s o n  t o  x  e u '  y  e
u
'  Z  e
u
.  I n  t h a t  c a s e  t h e  
s q u a r e s  o f  t h e  i n c r e m e n t s  c a n  b e  n e g l e c t e d .  
T h u s ,  
' "  
q  =  
x e u  s E 9 l : .  +  y  e
u  
T J e l : .  +  Z  E 9 u  ~ e l : .  
2  
r  e u  
( 6 7 )  
F u r t h e r ,  a s s u m e  q  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  u n i t y ,  
t h u s  e n a b l i n g  t h e  f i r s t  f e w  t e r m s  o f  t h e  b i n o m i a l  
e x p a n s i o n  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  t e r m  [ 1  - ( : : : )  3  J  
i n  E q  ( 6 3 ) .  
T h e n ,  
[1 - G : : ) 3 J  
1  - ( 1  +  2 q ) - 3 / 2  
1 5  2  
3 q  - " " 2  q  
( 6 8 )  
T h e  s e r i e s  u s e d  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  E q  ( 6 8 )  c a n  b e  
s h o w n  t o  c o n v e r g e  f o r  - 4  <  q  <  4  w h i c h  i s  w e l l  
o u t s i d e  i t s  p r a c t i c a l  l i m i t  o f  a p p l i c a b i l i t y  i n  t h e  
n - b o d y  t r a j e c t o r y  p r o g r a m .  
D e f i n e  
f  =  1  - ( 1  +  2 q )  - 3 / 2  
q  
N o t e  t h a t  f  c h a n g e s  m u c h  l e s s  r a p i d l y  t h a n  q ,  
s t a y i n g  v e r y  c l o s e  t o  3  w h e n  q  i s  s m a l l .  I t  i s  
t h u s  e a s y  t o  i n t e r p o l a t e  g i v i n g  q  a s  a  f u n c t i o n  
o f  f .  
( 6 9 )  
E q u a t i o n  ( 6 3 )  t h e n  b e c o m e s  b y  u s e  o f  E q s  ( 6 4 ) ,  
( 6 7 )  a n d  ( 6 9 ) :  
x e  u  x
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S u b s t i t u t i o n  o f  E q  ( 7 0 )  i n t o  E q  ( 6 2 )  a n d  a d d i t i o n  o f  
t h e  t e r m s  t h a t  h a v e  b e e n  n e g l e c t e d  y i e l d s  t h e  f o l -
l o w i n g  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n :  
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( 7 1 )  
T h e  s e  a r e  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  o f  E n c k e '  s  
m e t h o d .  S o m e t i m e s  t h e y  w i l l  b e  e n c o u n t e r e d  h a v -
i n g  b e e n  m u l t i p l i e d  b y  t h e  c o n s t a n t  f a c t o r ,  h
2
,  
w h e r e  h  r e p r e s e n t s  t h e  w i d t h  o f  t h e  i n t e r p o l a t i o n  
i n t e r v a l .  A n  a c t u a l  n u m e r i c a l  e x a m p l e  u s i n g  t h i s  
m e t h o d  i s  g i v e n  b y  B r o u w e r  ( R e f .  1 5 ,  p  1 7 9 ) .  
T h e  r e f e r e n c e  o r b i t  u s e d  i n  t h i s  d e s c r i p t i o n  
o f  E n c k e ' s  m e t h o d  i s  t h e  r e s t r i c t e d  t w o - b o d y  
o r b i t ,  E q  ( 6 1 ) .  T h e  m e t h o d  m a y  b e  m o d i f i e d  t o  
u s e  o t h e r  t y p e s  o f  r e f e r e n c e  o r b i t s  w h i c h  w o u l d  
b e  m o r e  a d v a n t a g e o u s  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  g e o m e t r y  
a n d  f o r c e  m o d e l .  
d .  D e s c r i p t i o n  o f  t h e  n - b o d y  t r a j e c t o r y  p r o -
g r a m  
T h e  t r a j e c t o r y  p r o g r a m  u s e d  f o r  o b t a i n i n g  n -
b o d y  i n t e g r a t e d  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  i n  t h i s  m a n u a l  
i s  d e s c r i b e d  i n  d e t a i l  i n  R e f .  1 3 .  S o m e  a d d i t i o n s  
h a v e  b e e n  m a d e ,  s o  t h a t  t h e  p r o g r a m  a t  p r e s e n t  
i s  a b l e  t o  g i v e  t h e  m o t i o n  o f  a  p o i n t  m a s s  w i t h  
m a s s  M~ ( s i m u l a t i n g  t h e  s p a c e  v e h i c l e )  u n d e r  t h e  
g r a v i t a b o n a l  a t t r a c t i o n  o f  t h e  o b l a t e  e a r t h ,  t h e  
t r i a x i a l l y  e l l i p s o i d a l  m o o n ,  t h e  s u n ,  V e n u s ,  M a r s  
a n d  J u p i t e r .  T h e  p o s i t i o n s  o f  t h e s e  c e l e s t i a l  
b o d i e s  a s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  U .  S .  N a v a l  O b s e r v a -
t o r y  a r e  s t o r e d  i n  t h e  p r o g r a m  i n  g e o c e n t r i c  e q u a -
t o r i a l  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  ( x
e  
' Ye  '  z e  )  f o r  
1 2 - h r  i n t e r v a l s  f o r  t h e  m o o n  a n d  f o r  2 4 - h r  i n t e r -
v a l s  f o r  t h e  s u n  a n d  p l a n e t s .  A  s p e c i a l  i n p u t  
v a r i a b l e  a l l o w s  t h e  u s e  o f  t h i s  p o s i t i o n  d a t a  f o r  
t h e  s p e c i f i e d  t i m e  p e r i o d .  I n  a d d i t i o n  a  s u b r o u -
t i n e  f o r  c o m p u t i n g  l u n a r  l i b r a t i o n s  f r o m  t h e  
r e c t a n g u l a r  p o s i t i o n  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  m o o n  
e x i s t s ,  a n d  i s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  C  o f  C h a p t e r  
I l l .  I t  w i l l  b e  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  p r o g r a m  a s  
s o o n  a s  a  s a t i s f a c t o r y  i n t e r p o l a t i o n  r o u t i n e  c a n  
b e  e s t a b l i s h e d .  
T h e  f o r c e  m o d e l  f o r  t h i s  t r a j e c t o r y  h a s  a l s o  
p r o v i s i o n s  f o r  i n c l u d i n g  d r a g  d u e  t o  a  s p h e r i c a l l y  
s y m m e t r i c  a t m o s p h e r e  r o t a t i n g  w i t h  t h e  e a r t h .  
T h e  a t m o s p h e r i c  d r a g  t e r m s  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  s u b s e c t i o n .  
T h e r e  a r e  p l a n s  t o  i n c l u d e  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s -
s u r e  a n d  o t h e r  n o n g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s .  
T h e  n - b o d y  t r a j e c t o r y  p r o g r a m  u s e s  a  m o d i f i e d  
E n c k e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  m e t h o d  a s  d e s c r i b e d  
i n  S u b s e c t i o n  3 d .  T h e  u n p e r t u r b e d  r e s t r i c t e d  
t w o - b o d y  o r b i t  i s  r e c t i f i e d  a s  s o o n  a s  t h e  r a t i o s  
o f  t h e  p e r t u r b a t i v e  d i s t a n c e ,  · s p e e d ,  o r  n u m e r i c a l  
v a l u e  o f  a c c e l e r a t i o n  e x c e e d s  1 %  o f  t h e  r e s p e c t i v e  
r e s t r i c t e d  t w o - b o d y  r e f e r e n c e  o r b i t .  T h e  p r o c e -
d u r e  i s  e s s e n t i a l l y  a s  f o l l o w s :  
( 1 )  T h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  b o d y  i n  t h e  s y s t e m  
i s  s e l e c t e d  ( i n i t i a l l y  t h i s  i s  t h e  e a r t h ,  
a n d  i f  t h e  t r a j e c t o r y  a p p r o a c h e s  t h e  
m o o n ,  t h e  m o o n ) ;  E q s  ( 6 1 )  a r e  s o l v e d  
n u m e r i c a l l y  o n  t h e  c o m p u t e r .  T h i s  
n u m e r i c a l  s o l u t i o n  c a n  a l w a y s  b e  c h e c k e d  
b y  t h e  k n o w n  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n .  
( 2 )  E q u a t i o n s  ( 6 0 )  a r e  t h e n  s o l v e d  u s i n g  a  
s i x t h - o r d e r  A d a m s  b a c k w a r d  d i f f e r e n c e  
t e c h n i q u e  w h i c h  i s  s t a r t e d  b y  a  R u n g e -
K u t t a  s c h e m e .  
( 3 )  T h e  c o r r e c t e d  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  b o d y  
a r e  t h e n  o b t a i n e d  b y  u s i n g  t h e  r e l a t i o n s :  
x e t : : , .  =  x e u  +  S E I l t : : , . ,  Y E I l t : : , .  =  Y
E i l u  
+  n E l l t : : , . ,  
Z E j )  A  =  Z ' "  +  s  a n d  s i m i l a r  o n e s  f o r  
L : >  " ' u  e t : : , .  
v e l o c i t y  a n d  a c c e l e r a t i o n  c o m p o n e n t s .  
W h e n  t h e  p e r t u r b a t i o n s  e x c e e d  t h e  a b o v e  
l i m i t s ,  n e w  s o l u t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  
E q  ( 6 1 ) ,  a n d  t h e  o r b i t  i s  r e c t i f i e d .  
4 .  N o n g r a v i t a t i o n a l  F o r c e s  
H a v i n g  d i s c u s s e d  a l l  g r a v i t a t i o n a l  t e r m s  a p -
p e a r i n g  i n  E q  ( 5 0 ) ,  w h i c h  a r e  s i g n i f i c a n t  f o r  l u n a r  
t r a j e c t o r i e s ,  l e t  u s  t u r n  o u r  a t t e n t i o n  t o  t h e  n o n -
g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  v e h i c l e ,  t h e  
r e s u l t a n t  o f  w h i c h  w a s  t e r m e d  ~t::,.lVh i n  E q  ( 5 0 ) .  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  i f  t h e  f o r c e s  d i s c u s s e d  s u b -
s e q u e n t l y  a r e  t o  b e  u s e d  i n  E q  ( 5 0 )  a n d  t h e  t r a -
j e c t o r y  p r o g r a m ,  t h e y  m u s t  b e  e x p r e s s e d  i n  c o m -
p o n e n t  f o r m  i n  e q u a t o r i a l  g e o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s .  
L e t  
n t : : , . 1 ' h  =  1\  +  D  +  D E  +  ~+ T  +  R
r e l  
( 7 2 )  
w h e r e  
D s  
D  
f o r c e  d u e  t o  t h e  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  
a t m o s p h e r i c  d r a g  f o r c e  
D E  
e l e c t r o m a g n e t i c  f o r c e s  
~ 
m e t e o r i t i c  d r a g  f o r c e  
T  r o c k e t  t h r u s t  f o r c e  
R
r e l
=  r e l a t i v i s t i c  c o r r e c t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m o b o n .  
T h e s e  f o r c e s  w i l l  b e  d i s c u s s e d  m o r e  f u l l y  i n  t h e  
a b o v e  o r d e r  i n  t h e  f o l l o w i n g  s u b s e c t i o n s .  
a .  S o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  
O u t s i d e  t h e  c o n f i n e s  o f  t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e ,  
t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  n a t u r a l  n o n  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  
a c t i n g  o n  a  v e h i c l e  a r i s e s  f r o m  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s -
s u r e s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  t a b l e  o n  p a g e  I V - 2 2 .  
I t  i s  d u e  t o  t h e  a b s o r p t i o n  a n d  e m i s s i o n  o f  p h o t o n s  
b y  t h e  s p a c e  v e h i c l e  a n d  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  
p h o t o n  n a t u r e  o f  l i g h t .  S t u d i e s  h a v e  b e e n  m a d e  
p r e v i o u s  t o  t h e  l a u n c h i n g  o f  s p a c e  v e h i c l e s  c o n -
c e r n i n g  t h e  e f f e c t s  o f  t h i s  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  
o n  t h e  o r b i t s  o f  m i c r o m e t e o r i t e s  a r o u n d  t h e  s u n .  
T h e s e  s t u d i e s  b y  P o y n t i n g  a n d  R o b e r t s o n  i n d i c a t e d  
t h a t  t h e  o r b i t s  o f  m i c r o m e t e o r i t e s  b e c a m e  m o r e  c i r -
I V - 2 9  
c u l a r  d u e  t o  s o l a r  r a d i a t i o n ,  w h i l e  s i m u l t a n e o u s l y ,  
s l o w l y  s p i r a l i n g  i n t o  t h e  s u n .  M o r e  r e c e n t l y  i n -
v e s t i g a t o r s  h a v e  s t u d i e d  t h e  e f f e c t s  o f  t h i s  f o r c e  
o n  s a t e l l i t e s  a n d ,  h a v e  f o u n d  t h a t  f o r  a  v e h i c l e  
M  
m a s s  t o  a r e a  ratio~ <  0 . 0 4  g m / c m
2
,  a  s i z a b l e  
t : : , .  -
p e r t u r b a t i o n  o c c u r s  i n  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s  ( s e e  
R e f .  1 2 ) .  T h e  e s s e n t i a l  q u a l i t a t i v e  e f f e c t  o f  
r a d i a t i o n  p r e s s u r e  i s  a  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  o r b i t ,  w h i c h  i s  e s p e c i a l l y  e v i d e n t  f o r  c i r -
c u l a r  a n d  n e a r - c i r c u l a r  o r b i t s  ( R e f .  1 9 ) .  
I n  t h e s e  s t u d i e s  o n e  o f  t w o  p o s s i b l e  a p p r o a c h e s  
i s  t a k e n .  E i t h e r  t h i s  f o r c e  i s  o b t a i n e d  n e g l e c t i n g  
t h o s e  t i m e s  w h e n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  i s  e c l i p s e d  
b y  t h e  e a r t h  o r  m o o n  a n d  h e n c e  t h e  r a d i a t i o n  p r e s -
s u r e  d o e s  n o t  a c t  ( t h i s  i s  t e r m e d  t h e  s h a d o w  t i m e ) ,  
o r  t h e  s h a d o w  t i m e  i s  i n c l u d e d  b y  e x p r e s s i n g  t h e  
f o r c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  o r b i t a l  e l e m e n t s  o f  t h e  
v e h i c l e  ( i .  e . ,  a s  a  p e r t u r b a t i o n  i n  t h e  v a r i a t i o n  
o f  p a r a m e t e r s  m e t h o d ) .  
F o r  t h e  p r e s e n t  a n a l y s i S ,  t h e  s h a d o w  t i m e  w i l l  
b e  n e g l e c t e d  a n d  t h e  r e c t a n g u l a r  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  w i l l  b e  g i v e n  i n  t e r m s  o f  
v e h j c l e - c e n t e r e d  c o o r d i n a t e s .  T h i s  a n a l y s i s  
e s s e n t i a l l y  f o l l o w s  K o c h i  a n d  S t a l e y  ( R e f .  2 0 ) .  
L e t  P  b e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  m o m e n t u m  o f  a  
p h o t o n ,  E p  i t s  e n e r g y ,  m  i t s  e q u i v a l e n t  m a s s ,  
a n d  c  t h e  s p e e d  o f  l i g h t ;  t h e n  
P  =  m e  
a n d  
E  =  h v  =  m c
2  
P  P  
( 7 3 )  
( 7 4 )  
w h e r e  h  =  6 . 6 2 5  x  1 0 -
3 9  
j o u l e - s e c  i s  P l a n c k ' s  
c . o n s t a n t  a n d  v  i s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  r a d i a t i o n .  
F r o m  E q s  ( 7 3 )  a n d  ( 7 4 )  
h v  
P  =  P  
c  
( 7 5 )  
T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f o r c e  p e r  u n i t  a r e a  d u e  
t o  r a d i a t i o n  p r e s s u r e ,  P s '  t h e n  i s  
h v  
P  
p s  - - c  N  
( 7 6 )  
w h e r e  N  i s  t h e  n u m b e r  o f  p h o t o n  c o l l i s i o n s  w i t h  
t h e  v e h i c l e  p e r  u n i t  t i m e  o n  a  u n i t  a r e a .  I f  W t : : , .  
i s  t h e  r a d i a t e d  p o w e r  a r r i v i n g  a t  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
W  W  
p e r  u n i t  a r e a  o i  t h e  v e h i c l e ,  t h e n  N  =  ~ =  h  t : : , .  
a n d  
h v p  
P s  =  ~c~ 
W t : : , .  
h v p  
W t : : , .  
c  
. c .
p  
v p  
T h e  t y p e  o f  p h o t o n  c o l l i s i o n  w i t h  t h e  v e h i c l e  
m u s t  a l s o  b e  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n .  T o  d o  t h i s ,  
a  f a c t o r  q s  w i l l  b e  i n t r o d u c e d  s u c h  t h a t  0  : : : .  q s  : : : .  1  
w h e r e  q  =  0  r e p r e s e n t s  t o t a l  m o m e n t u m  t r a n s f e r ,  
o r  perfe~t a b s o r b e r ,  b l a c k  b o d y ,  i .  e . ,  a n  i n e l a s t i c  
p h o t o n  c o l l i s i o n ,  a n d  q s  =  1  r e p r e s e n t s  a  p e r f e c t  
_ _ _ _ _ _ _  J  
,-
I  
I  
I  
r e f l e c t o r ,  i .  e . ,  a n  e l a s t i c  p h o t o n  c o l l i s i o n .  
H e n c e  
- W  6 .  ( 1  +  q s )  
P s  - c  
( 7 7 )  
L e t  W 0  r e p r e s e n t  t h e  t o t a l  r a d i a t e d  p o w e r  ( i n  
w a t t s / c m
2  
p e r  h e m i s p h e r e )  o f  t h e  s u n  a t  a l l  
f r e q u e n c i e s .  T h e n  b y  t h e  S t e f e n - B o l t z m a n n  L a w :  
4  
W 0  E  U  T  A 0  
( 7 8 )  
w h e r e  E  i s  t h e  t o t a l  e m p i r i c a l l y  d e t e r m i n e d  
e m i s s i v i t y  o f  t h e  s u n  ( E  =  1 .  0 ,  i .  e . ,  t h e  s u n  i s  a  
- 8  2  4  
p e r f e c t  r a d i a t o r ) , u  =  5 . 6 7  x  1 0  w a t t s / m  ( O K )  
i s  t h e  S t e f a n - B o l t z m a n n  c o n s t a n t ,  a  c o n s t a n t  
o f  p r o p o r t i o n a l i t y  d e t e r m i n e d  e x p e r i m e n t a l l y  
a n d  d e f i n e d  b y  E q  ( 7 8 ) ,  
T  i s  t h e  a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e  i n  o K ,  
A O  i s  t h e  s u r f a c e  a r e a  o f  t h e  s u n .  
N o w  t h e  r a d i a n t  e n e r g y  p e r  s e c o n d ,  W  6 . '  
i m p i n g i n g  u p o n  a  u n i t  a r e a  o f  t h e  v e h i c l e  p e r p e n -
d i c u l a r  t o  t h e  l i n e - o f  - s i g h t  t o  t h e  s u n ,  w h i c h  i s  
r e g a r d e d  a s  a  p o i n t  s o u r c e ,  a t  a  d i s t a n c e  r e  .  ~ 
i s  g i v e n  b y  , 0  
W  
W  6 .  =  0  
7 T r 2  
$ , 0  
~ 
E  u T
4  
A  
o  
1 1 T 2  
e , 0  - + 6 .  
( 7 9 )  
T h e  p o i n t  s o u r c e  a p p r o x i m a t i o n  i s  r e a s o n a b l e  
s i n c e  a n y  t r a j e c t o r y  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h  
i s  m o r e  t h a n  1 0 0  s o l a r  d i a m e t e r s  f r o m  t h e  s u n .  
H e n c e  t h e  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  p e r  u n i t  a r e a  
i s  g i v e n  b y  
4  
E u T  A 0  
P  =  2  
s  7 T  c  r  e  , 0  - 6 .  
( 1  +  q  )  x  1 0
7  
s  
d y n ' ; t  
( 8 0 )  
c m  
w h e r e  P s  i s  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n  f r o m  t h e  s u n  
a l o n g  t h e  v e h i c l e - s u n  l i n e ,  a n d  1 0
7  
i s  a  c o n v e r s i o n  
f a c t o r  f r o m  w a t t s  t o  d y n e - c m  .  A n  a p p r o x i m a t e  
s e c  
v a l u e  f o r  t h e  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  a t  t h e  
d i s t a n c e  o f  t h e  e a r t h  i s  p  =  4 . 5  x  1 0 -
5  
~ f o r  a  
s  c m  
b l a c k  b o d y  s p a c e  v e h i c l e  ( R e f .  2 1 ) .  
T h e  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  d u e  t o  t h e  s o l a r  
r a d i a t i o n  p r e s s u r e ,  1 5  , i s  g i v e n  b y  
s  
p  0  ( 1  +  q )  A  
s  s  
r  
e , 0  - + 6 .  
D s  
M 6 .  
M  r 2  
6 .  e , 0  
r  
- + 6 .  e  , 0  - + 6 .  
w h e r e  
4  7  
E  u T  A 0  x  1 0  ' "  
P s O  =  7 T  C  
2 2  
1 0  d y n e s  
( 8 1  )  
i s  t h e  t o t a l  f o r c e  d u e  t o  s o l a r  r a d i a t i o n  d i v i d e d  
b y  1 T ,  q s '  0  S  q s  S  1 ,  i s  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
l  _ _  _  
I V - 3 0  
r e f l e c t i v i t y ,  z e r o  f o r  a  b l a c k  b o d y  a n d  1  f o r  a  
p e r f e c t  r e f l e c t o r ,  A s  t h e  a r e a  o f  t h e  v e h i c l e  p e r -
p e n d i c u l a r  t o  t h e  v e h i c l e - s u n  l i n e ,  M 6 .  i t s  m a s s ,  
a n d  ~ .  - 6 .  i s  t h e  r a d i u s  v e c t o r  o f  t h e  v e h i c l e  
, 0  _~ ~ ~ 
f r o m  t h e  s u n .  N e x t  w r i t e  r
e
, 0  - 6 .  =  r e 6 .  - r e 0  
s o  t h a t  E q  ( 8 1 )  b e c o m e s  
D  =  P s O  ( 1  +  qs)~As 1 3  ( ; e 6 .  - r e 0  
M 6 .  M 6 .  I  ; e 6 .  - r e 0  
( 8 2 )  
S i n c e  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  i s  c o n t i n u a l l y  
c o m p u t e d  d u r i n g  a  t r a j e c t o r y  r u n  o n  t h e  c o m p u t e r  
a n d  s i n c e  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  s u n  a r e  s t o r e d ,  
E q  ( 8 2 )  m a y  b e  s o l v e d  a s  s o o n  a s  A  i s  s p e c i f i e d .  
s  
F o r  a l l  b u t  s p h e r i c a l  s p a c e  v e h i c l e s  t h e  c o m p u t a -
t i o n  o f  A s  r e q u i r e s  a  k n o w l e d g e  o f  v e h i c l e  o r i e n t a -
t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v e h i c l e - s u n  l i n e .  T h i s  
l i n e  c a n  b e  g i v e n  w i t h  r e s p e c t  t o  b o d y  a x e s  
x
b
'  Y b '  z b  w i t h  o r i g i n  a t  t h e  v e h i c l e  c e n t e r  o f  
g r a v i t y ,  a n d  t h e s e  a x e s  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  t o  
t h e  g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  b y  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  g i v e n  i n  T a b l e  2 .  T h e  f o l l o w i n g  
s k e t c h  i l l u s t r a t e s  t h e  g e o m e t r y  i n  t h i s  c a s e .  
D  
E q u a t i o n  ( 8 2 )  s h o w s  t h a t  M  s  d e p e n d s  v e r y  
6 .  A  
s t r o n g l y  o n  t h e  a r e a - t o - m a s s  r a t i o  M S .  I t  i s  
~ 
q u i t e  n e g l i g i b l e  f o r  t h e  m o o n  a n d  p l a n e t s ,  s m a l l  
f o r  d e n s e  s p a c e  v e h i c l e s ,  a n d  b e c o m e s  s i z a b l e  
f o r  l i g h t  a~ u n o r t h o d o x  v e h i c l e s  s u c h  a s  b a l l o o n s .  
D  
T h e  t e r m
M  
s  a l s o  d e p e n d s  o n  t h e  t y p e  o f  s u r f a c e - -
6 .  
t h u s  q s  m a y  a p p r o a c h  0 . 9 8  f o r  h i g h l y  p o l i s h e d  
m e t a l s .  T h e  s h a d o w  t i m e  m a y  b e  n e g l e c t e d  f o r  
l u n a r  t r a j e c t o r y  s t u d i e s  s i n c e  t h e  t r a j e c t o r y  w i l l  
b e  i n  s u n l i g h t  d u r i n g  m o s t  a p p r o a c h ,  i m p a c t ,  a n d  
c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  H o w e v e r ,  d u r i n g  e a r t h  
o r  m o o n  o r b i t a l  p h a s e  t h e  s h a d o w  t i m e  m a y  a p p r o a c h  
h a l f  o f  t h e  t o t a l  t i m e  i n  o r b i t  f o r  l o w - a l t i t u d e  o r b i t s .  
A  d i s c u s s i o n  a n d  g r a p h i c a l  p r e s e n t a t i o n  o f  s h a d o w  
t i m e  a s  a  f u n c t i o n  o f  o r b i t a l  e l e m e n t s  i s  g i v e n  i n  
C h a p t e r  X I I I  o f  R e f .  3 .  
b .  A t m o s p h e r i C  d r a g  a n d  l i f t  
I n  c o n n e c t i o n  w i t h  l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  t h e  c o n -
t r i b u t i o n  o f  a t m o s p h e r i C  d r a g  n e e d  o n l y  b e  c o n -
s i d e r e d  i n  t h e  s h o r t  t i m e  p e r i o d  w h e n  t h e  v e h i c l e  
i s  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h .  T h u s ,  
i t s  s i g n i f i c a n c e  i s  m u c h  l e s s  i m p o r t a n t  t h a n  i n  
t h e  c a s e  o f  e a r t h  s a t e l l i t e  v e h i c l e s .  H o w e v e r ,  
d u r i n g  p a r k i n g  o r b i t s  a r o u n d  t h e  e a r t h ,  a t m o s p h e r i c  
d r a g  b e c o m e s  o f  d e c i s i v e  i m p o r t a n c e  i n  t h e  s e l e c -
t i o n  o f  o r b i t a l  r a d i u s  a n d  e c c e n t r i c i t y ;  a  d i s c u s s i o n  
o f  t h i s  f o r c e  w i l l  b e  i n c l u d e d  h e r e .  
T h e  a c c e l e r a t i o n  o f  a  s p a c e  v e h i c l e  d u e  t o  t h e  
d r a g  f o r c e  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  
D  
M 6 .  
1  A a  2  V a  
- 2
C
D  1 V f : : " p  V a  v  
6 .  a  
( 8 3 )  
l  
I  
o  
S u n  
E a r t  
w h e r e  
C D  i s  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  ( u s u a l l y  t h e  o n e  f o r  
f r e e  m o l e c u l a r  f l o w  i n  t h e  c a s e  o f  e a r t h  s a t e l l i t e s  
a n d  s p a c e  v e h i c l e s )  
A  i s  t h e  a r e a  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  p e r p e n d i c u l a r  
a~ 
t o  V a  
P
a  
i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  a t m o s p h e r e  
V a  i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  t h e  
a t m o s p h e r e .  
F o r  p a r a m e t r i c  s t u d i e s  i t  i s  u s e f u l  t o  i n t r o d u c e  
C  A  
a  b a l l i s t i c  c o e f f i c i e n t  B  =  ~ w h i c h  g i v e s  f o r  
t : ,  
t h e  d r a g  a c c e l e r a t i o n  
D  
~ - B p V  V  
t : ,  a  a  
( 8 4 )  
T h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  C D  c a n  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  
f r e e  m o l e c u l a r  f l o w  a s s u m p t i o n  i n  t h e  k i n e t i c  
t h e o r y  o f  g a s e s .  I t  d e p e n d s  o n  t h e  g e o m e t r y  a n d  
o r i e n t a t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  a s  w e l l  a s  t h e  i n t e r a c t i o n  
o f  t h e  a i r  m o l e c u l e s  w i t h  i t s  s u r f a c e .  T h e  v a l u e  
o f  C D  i s  2 . 0  f o r  s p h e r i c a l  v e h i c l e s ,  a n d  s l i g h t l y  
l a r g e r  f o r  o t h e r  v e h i c l e  s h a p e s .  F o r  a l l  b u t  
s p h e r i c a l  v e h i c l e s  A a  a s  w e l l  a s  C D  w i l l  vary~ 
w i t h  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  V  
a  
I n  t h e  c a s e  o f  a  v e h i c l e  i n  a  r a n d o m  t u m b l e  w i t h  
a  s h o r t  p e r i o d  o f  t u m b l e  c o m p a r e d  t o  t h e  o r b i t a l  
p e r i o d  o r  c o m p a r e d  t o  t h e  t i m e  i n  t h e  a t m o s p h e r e  
f o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  i s  
A t : ,  
A a  =  - - - ; r - '  w h e r e  A t : ,  i s  t h e  s u r f a c e  a r e a  o f  t h e  
v e h i c l e .  
V a  c a n  b e  w r i t t e n  a s  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  
v e h i c l e  v e l o c i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  g e o c e n t r i c  
1 \  
x b  
; b  
e q u a t o r i a l  s y s t e m  ~ame V  $  t : ,  a n d  t h e  v e l o c i t y  
o f  t h e  a t m o s p h e r e  V e  a '  T h u s ,  
V  = V 6 1 t : , - V 6 1 a  
a  
( 8 5 )  
A t  a l t i t u d e s  b e l o w  5 0 0  k m ,  t h e  a t m o s p h e r e  c a n  
b e  a s s u m e d  t o  r o t a t e  w i t h  t h e  e a r t h  s o  t h a t  u n d e r  
t h i s  a s s u m p t i o n  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  a t m o s p h e r e  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e q u a t o r i a l  s y s t e m  i s  g i v e n  b y  
V e a  =  w e
x  
r e t : ,  
(  8 6 )  
S u b s t i t u t i n g  ( 8 6 )  i n t o  ( 8 5 )  
V a  =  V e t : ,  - w e  x  r e t : ,  
( 8 7 )  
I n  o r d e r  t o  e x p r e s s  V a  i n  r e c t a n g u l a r  g e o c e n t r i c  
c o o r d i n a t e s ,  n o t e  t h a t  
V < f J t : ,  =  X~t:, ~61 +  Y  6 1 t : ,  Y 6 1  +  z f f i t : ,  2 f f i  ( 8 8 }  
1 \  "  "  
x 6 1  Y e  z e  
W e  x  r 6 1 t : ,  =  
W f : B  
o  
o  
f \  
=  w e  x e t : , Y e  
I I  
X e  t : ,  y  $  t : ,  Z  $  t : ,  
- w e  Y e t : ,  x 6 1  
I f  E q s  ( 8 8 )  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  E q  ( 8 7 )  a n d  t h e  
r e s u l t  i n t o  E q  ( 8 4 ) ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  d r a g  
a c c e l e r a t i o n  i s  g i v e n  b y :  
D  ( ' 2  .  
M t : ,  - B  p  r 6 1 t : ,  - 2 w e  x e t : ,  Y e t : ,  +  2 w 6 1  x e t : ,  y 6 1 t : ,  
2 2 )  
+  w e  x e t : ,  
( 8 9 )  
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1-
T h e  n u m b e r  o f  m o l e c u l e s  p e r  u n i t  v o l u m e ,  N O '  c a n  
b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  k i n e t i c  t h e o r y  o f  g a s e s .  I n  
t h e  c a s e  o f  a n  i s o t h e r m a l  a t m o s p h e r e  ( T  =  c o n s t a n t )  
a n d  c o n s t a n t  m o l e c u l a r  w e i g h t  a n d  c o m p o s i t i o n  
N  =  
o  
w h e r e  
I  m g G )  l  
1  e x p t  ~ ( h e  - h
e 1
)J  
m  t h e  c o n s t a n t  m a s s  o f  e a c h  m o l e c u l e  
h e  
a l t i t u d e  a b o v e  e a r t h  
( 9 0 )  
g G )  
k  
t h e  c o n s t a n t  v a l u e  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
a c c e l e r a t i o n  
- 2 3  
l .  3 8 0  x  1 0  j o u L e s  ( O K ,  B o l t z m a n n ' s  
c o n s t a n t  
T  
a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e  i n  0  K  
h  
a l t i t u d e .  
S u b s c r i p t  1  d e s i g n a t e s  s o m e  r e f e r e n c e  c o n d i -
t i o n .  T h e  a t m o s p h e r i c  d e n s i t y  i s  t h e n  g i v e n  b y  
p  =  N  m .  H o w e v e r ,  t h i s  i s  a  v e r y  p o o r  a p p r o x i m a -
t i o n  o~ t h e  a t m o s p h e r e :  a n d  u s u a l l y  a  v a r i a t i o n  o f  
t e m p e r a t u r e  T ,  g G ) '  a s  w e l l  a s  m o l e c u l a r  w e i g h t  
i s  a s s u m e d  w i t h  a l t i t u d e  a n d  t h e  d e n s i t y ,  p r e s s u r e ,  
a n d  a n y  o t h e r  q u a n t i t i e s  a r e  c o m p u t e d  f r o m  t h i s  
a s s u m p t i o n .  T h e  l a t e s t  s u c h  " s t a n d a r d  a t m o s p h e r e "  
i s  t h e  1 9 6 1  U .  S .  S t a n d a r d  A t m o s p h e r e ,  w h i c h  i s  
u s e d  i n  a l l  w o r k  i n  t h i s  m a n u a l .  T h e  d e n s i t v  i n  
t h i s  a t m o s p h e r e  v a r i e s  w i t h  a l t i t u d e  a n d  i s  g i v e n  
t o  a n  a l t i t u d e  o f  7 0 0  k m .  A c t u a l l y  t h e  d e n s i t y  
v a r i e s  a d d i t i o n a l l y  w i t h  l a t i t u d e  d u e  t o  t h e  l a t i t u d e -
d e p e n d e n c e  o f  t h e  e a r t h ' s  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  
U G )  b y  a b o u t  ± 2 0 / 0  a n d  w i t h  t h e  s o l a r  a c t i v i t y  ( w h i c h  
a t  t h e  h i g h e r  a l t i t u d e s  m a y  c a u s e  v e r y  l a r g e  d e v i a -
t i o n s  f r o m  t h e  s t a n d a r d  d e n s i t y ) .  T h e s e  v a r i a t i o n s  
f r o m  t h e  s t a n d a r d  a t m o s p h e r i c  d e n s i t y  m a y  b e  
n e g l e c t e d ,  h o w e v e r ,  a s  l o n g  a s  o n l y  l u n a r  t r a j e c -
t o r i e s  o r  a  f e w  o r b i t s  n e a r  t h e  e a r t h  a r e  c o n s i d e r e d .  
J u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  s o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e  
t h e  d r a g  a c c e l e r a t i o n  i s  s m a l l  f o r  s m a l l  a r e a - t o -
m a s s  r a t i o  o r  d e n s e  v e h i c l e s  a n d  b e c o m e s  m o r e  
s i g n i f i c a n t  f o r  l i g h t  v e h i c l e s  s u c h  a s  b a l l o o n s .  
T h e  d r a g  f o r c e  d e c r e a s e s  v e r y  s u b s t a n t i a l l y  w i t h  
a l t i t u d e  a n d  m a y  b e  n e g l e c t e d  f o r  a l l  b u t  l o n g -
t i m e  o p e r a t i o n s  a b o v e  7 0 0  k m .  
F o r  a c c u r a t e  d r a g  c o m p u t a t i o n s  a n d  w h e n  t h e  
v e h i c l e  o r i e n t a t i o n  i s  s i g n i f i c a n t  i t  i s  m o r e  c o n -
v e n i e n t  t o  e x p r e s s  t h e  d r a g  f o r c e  D  i n  c o m p o n e n t  
f o r m  a l o n g  t h e  b o d y  a x e s  x b '  Y b '  z b '  
1  2  
D x  =  - 2  C
x  
A
r e f  
P  V a  
1  2  
( 9 1  )  
D  =  - ' 2  C A p  V  
Y  Y  r e f  a  
1  2  
D
z  
=  - 2  C
z  
A
r e f  
p  V a  
w h e r e  a l l  t h e  v a r i a t i o n s  i n  t h e  f o r c e  a r e  a b s o r b e d  
i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  C  ,  C  ,  C  a n d  A  f  i s  a  c o n -
x  y  z  r e  
s t a n t  r e f e r e n c e  a r e a  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  s p a c e  
v e h i c l e .  O n c e  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  v e h i c l e  i s  
k n o w n ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  b o d y  a x e s  t o  
I V - 3 2  
L  _ _  .  _ _ _  _  
g e o c e n t r i c  e q u a t o r i a l  c o o r d i n a t e s  a s  g i v e n  i n  
T a b l e  2  c a n  b e  p e r f o r m e d .  
- - - - - -
A t m o s p h e r i c  l i f t  w i l l  b e  n e g l e c t e d  f o r  p a r k i n g  
o r b i t s  a n d  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  s i n c e  i t  i s  s e v e r a l  
o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  l e s s  t h a n  t h e  d r a g  a t  o r b i t a l  
a l t i t u d e s .  H o w e v e r ,  d u r i n g  t h e  i n t e r m e d i a t e  s t a g e s  
o f  a s c e n t  t o  o r b i t  o r  i n j e c t i o n ,  a n d  i n  t h e  i n i t i a l  
s t a g e s  o f  a  n o n b a l l i s t i c  r e - e n t r y ,  t h i s  f o r c e  b e -
c o m e s  i m p o r t a n t .  T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  l i f t  L  
i s  d e f i n e d ,  a n a l o g o u s l y  t o  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
d r a g  D ,  b y  t h e  e q u a t i o n  
1  2  
L  =  ' 2  C
L  
A a  p  V a '  
( 9 2 )  
w h e r e  C
L  
i s  t h e  l i f t  c o e f f i c i e n t  w h i c h  c a n  b e  
c o m p u t e d  s i m i l a r l y  t o  C D  f r o m  f r e e  m o l e c u l a r  
a s s u m p t i o n  i n  t h e  k i n e t i c  t h e o r y  o f  g a s e s .  T h e  
l i f t  f o r c e  L  i s  i n  a  p l a n e  p e r p e n d i c u l a r  t o  V  b y  
a  
d e f i n i t i o n ,  a n d  i t s  d i r e c t i o n  i n  t h i s  p l a n e  i s  
s p e c i f i e d  b y  t h e  b a n k  a n g l e  J ; .  C o n s i d e r  a  u n i t  
v e c t o r  i n  t h i s  p l a n e  y e r p e n d i c u l a r  t o  ~A a n d  V a '  
; ' "  V  
1 \  x v £ : , .  a  .  
n a m e l y  y .  = =  - - X  ' < r - .  A  u m t  v e c t o r  o r t h o g o n a l  
w  . r G ) £ : , .  v a  
V  
I I  . .  b l l  a  
t o  y  I S  g I v e n  y  z  = =  V  x  
w  w  a  
r I B £ : , .  V a  
- - x -
r G ) £ : "  V a  
V  
T h e  u n i t  v e c t o r s  ~ = =  ~ y  a n d  ~ d e f i n e  w i n d  
w  v  w  w  
a  
a x e s ,  w h e r e  a  r o t a t i o n  a b o u t  t h e  x w  - a x i s  i s  d e f i n e d  
a s  t h e  b a n k  a n g l e  J ; ,  a  r o t a t i o n  a b o u t  t h e  y  w  - a x i s  i s  
t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a ,  a n d  a  r o t a t i o n  a b o u t  t h e  
Z w  - a x i s  i s  t h e  y a w  a n g l e  ( 3 .  W i n d  a x e s  a n d  t h e  
b a n k  a n g l e  J ;  b e t w e e n  ~ a n d  L  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  
w  
t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h :  
P e r p e n d i c u l a r  
P l a n e  
- "  
/ $ 6  
- '  
V  
a  
~-t--­
x  
. "  
' l ' h e  d r a g  a c c e l e r a t i o n  i i - :  a s  g i v e n  b y  E q  ( 8 3 )  
b -
i s  i n  t h e  n e g a t i v e  Q  - d i r e c t i o n .  
w  
I  
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c .  E l e c t r o m a g n e t i c  f o r c e s  
I n  m o s t  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  t h e  v e h i c l e  o n  
a  l u n a r  t r a j e c t o r y  i s  a s s u m e d  t o  b e  e l e c t r i c a l l y  
n e u t r a l ,  a n d  b e y o n d  s o m e  a l t i t u d e  ( 7 0 0  k m ) ,  
w h i c h  i s  r e g a r d e d  a s  t h e  u p p e r  l i m i t  o f  t h e  a t m o s -
p h e r e '  i t  i s  a s s u m e d  t o  m o v e  i n  a  v a c u u m .  T h i s  
i d e a l  c o n d i t i o n  d o e s  n o t  e x i s t  i n  s p a c e ,  a n d  t h e  
e f f e c t s  o f  s e v e r a l  e l e c t r o m a g n e t i c  p h e n o m e n a  
w i l l  i n f l u e n c e  t h e  v e h i c l e  t r a j e c t o r y  v e r y  s l i g h t l y .  
E v e n  t h o u g h  t h e s e  e f f e c t s  a r e  s m a l l ,  u p p e r  l i m i t s  
t o  t h e  d e c e l e r a t i o n  o f  s p a c e  v e h i c l e s  s h o u l d  b e  
d e t e r m i n e d  a n d  t h e y  s h o u l d  b e  c o n s i d e r e d  i n  a  
d e t a i l e d  t r a j e c t o r y  a n a l y s i s .  
T h e  m e d i u m  t h r o u g h  w h i c h  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
m o v e s  c o n s i s t s  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s .  B a k e r  
( R e f .  1 2 )  s t a t e s  t h a t  e v e n  i n t e r p l a n e t a r y  s p a c e  
c o n t a i n s  b e t w e e n  1 0 0  a n d  1 0 0 0  c h a r g e d  p a r t i c l e s  
p e r  c u b i c  c e n t i m e t e r  w h i c h  o r i g i n a t e  f r o m  s o l a r  
e r u p t i o n s  ( f l a r e s  a n d  s o l a r  w i n d s ) ,  c o s m i c  r a y  
i o n i z a t i o n  ( t h e  i o n i z a t i o n  o f  n e u t r a l  p a r t i c l e s  
c a u s e d  b y  c o s m i c  r -a y s  a n d  g a m m a  r a d i a t i o n ) .  
H i g h e r  c o n c e n t r a t i o n s  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s  o c c u r  
n e a r  e a r t h  i n  t h e  i n n e r  a n d  o u t e r  V a n  A l l e n  b e l t s  
w h i c h  c o n s i s t  o f  s o l a r  p a r t i c l e s  t r a p p e d  i n  t h e  
e a r t h ' s  m a g n e t i c  f i e l d .  R e c e n t l y  a  t e m p o r a r y  
r a d i a t i o n  b e l t  w a s  c r e a t e d  b y  a  h i g h - a l t i t u d e  
h y d r o g e n  b o m b  e x p l o s i o n  o f  J u l y  9 ,  1 9 6 2  w h i c h  
i s  e x p e c t e d  t o  l a s t  f o r  s e v e r a l  y e a r s .  
A  s p a c e  s t a t i o n  i n  a  s t a t i o n a r y  p l a s m a  ( a n  
e l e c t r i c a l l y  n e u t r a l  m e d i u m  c o n t a i n i n g  c h a r g e d  
p a r t i c l e s )  w i l l  c o l l i d e  w i t h  b o t h  s l o w  m o v i n g  
p o s i t i v e  i o n s  a n d  f a s t  m o v i n g  e l e c t r o n s  a n d  b u i l d  u p  
a  s m a l l  e x c e s s  o f  n e t  n e g a t i v e  c h a n g e  o n  i t s  
s u r f a c e .  
A n o t h e r  f a c t o r  a f f e c t i n g  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  
v e h i c l e ,  < 1 > 6 '  s t e m s  f r o m  i t s  m o t i o n  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  p l a s m a .  
A s  t h e  v e h i c l e  t r a v e l s  a t  s e v e r a l  k m / s e c ,  i t s  
c o l l i s i o n  r a t e  w i t h  t h e  p o s i t i v e  i o n s ,  w h i c h  m o v e  
m o r e  s l o w l y ,  i n c r e a s e s  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  
s t a t i o n a r y  p l a s m a  c o l l i s i o n  r a t e ,  w h e r e a s  t h e  
c o l l i s i o n  r a t e  w i t h  t h e  e l e c t r o n s ,  w h i c h  m o v e  m u c h  
f a s t e r  t h a n  t h e  p o s i t i v e  i o n s ,  r e m a i n s  e s s e n t i a l l y  
u n a l t e r e d .  T h u s ,  v e h i c l e  m o t i o n  t e n d s  t o  d e c r e a s e  
t h e  i n d u c e d  n e g a t i v e  v o l t a g e  f r o m  t h e  s o u r c e  d i s -
c u s s e d  a b o v e .  
B e a r d  a n d  J o h n s o n  ( R e f .  2 1 )  h a v e  d e r i v e d  a n  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p o t e n t i a l ,  < 1 > 6 '  o f  a  s a t e l l i t e  
m o v i n g  t h r o u g h  s u c h  a  p l a s m a  w i t h  s p e e d  V  .  I t  
p  
i s :  
' "  k T  n  ( 1  V e £ )  
' t ' 6  - - < n  2 '  V -
q e  p  
( 9 3 )  
w h e r e  
k  =  1 .  3 8 0  x  1 0 -
2 3  
j o u l e s / o  K ,  B o l t z m a n n ' s  
c o n s t a n t  
T  =  a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  p l a s m a  i n  
O K  
- 1 9  
q e  =  1 .  6 0 2  x  1 0  c o u l o m b ,  t h e  c h a r g e  o f  
a n  e l e c t r o n  
V  
P  
Y e R .  
s p e e d  o f  s p a c e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  
t h e  p l a s m a  
t h e  a  v e r a g e  t h e r m a l  s p e e d  o f  a n  
e l e c t r o n  i n  t h e  m e d i u m ,  g i v e n  b y  
V  n  0 . 1 4 5  T  / m  
e - <  e  
w h e r e  m e  i s  t h e  a t o m i c  w e i g h t  o f  a n  e l e c t r o n .  
T h i s  n e g a t i v e  p o t e n t i a l  o b t a i n e d  f r o m  E q  ( 9 3 )  
a m o u n t s  t o  o n l y  a  f e w  v o l t s  i n  t y p i c a l  c a s e s .  
S i n g e r  a n d  W a l k e r  ( R e f .  2 2 )  h a v e  p r o p o s e d  t h a t  
t h e  e j e c t i o n  o f  e l e c t r o n s  c a u s e d  b y  h i g h - e n e r g y  
s o l a r  r a d i a t i o n  s t r i k i n g  t h e  v e h i c l e  n e e d  n o t  b e  
c o n s i d e r e d  d u e  t o  t h e  b u i l d u p  o f  a  s c r e e n  o f  e j e c t e d  
e l e c t r o n s  s u r r o u n d i n g  t h e  v e h i c l e ,  t h u s  r e d u c i n g  
a n y  f u r t h e r  e l e c t r o n  e j e c t i o n .  
A n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t o t a l  f o r c e  o n  a  s p a c e  
v e h i c l e  w h i c h  i s  e l e c t r i c a l l y  c o n d u c t i v e  a n d  
m a g n e t i c a l l y  p e r m e a b l e  h a s  b e e n  g i v e n  b y  M .  Z .  
V .  K r z y w o b l o c k i ,  e t  a l . ,  i n  R e f .  2 3 .  S t a r t i n g  
f r o m  : v I a x w e l l '  s  e q u a t i o n  f o r  m o v i n g  m e d i a  h e  
d e r i v e d  t h e  f o r c e  o n  a  b o d y  d u e  t o  t h e  e l e c t r o s t a t i c  
f i e l d ,  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  a n d  a  f i n a l  e x p r e s s i o n  
f o r  t h e  f o r c e  a c t i n g  o n  a  m o v i n g  b o d y  i n  a n  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .  
D u e  t o  o u r  s c a n t  k n o w l e d g e  o f  t h e  c i s l u n a r  
a n d  i n t e r p l a n e t a r y  m e d i u m  a n d  t h e  l a r g e  a n d  
u n p r e d i c t a b l e  f l u c t u a t i o n  o f  i t s  n u m b e r - d e n s i t y  
w i t h  s o l a r  e r u p t i o n s ,  t h e  m a t e r i a l  g i v e n  i n  t h i s  
s u b s e c t i o n  h a s  b e e n  p r i m a r i l y  o f  a n  i l l u s t r a t i v e  
n a t u r e .  T h e  p r e s e n c e  o f  t h e s e  p a r t i c l e s  a n d  t h e  
r a d i a t i o n  w i l l  i n f l u e n c e  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  l u n a r  
v e h i c l e  o n l y  s l i g h t l y ;  t h e i r  p r e s s u r e ,  h o w e v e r ,  
i s  o f  p r i m a r y  i m p o r t a n c e  f r o m  t h e  s t a n d p o i n t  o f  
s h i e l d i n g  r e q u i r e m e n t s  f o r  a n y  h u m a n  o c c u p a n t s  
i n  t h e  s p a c e  v e h i c l e .  
d .  M e t e o r i t i c  d r a g  
I n  t h e  a t t e m p t s  t o  a n a l y z e  t h e  f o r c e  a c t i n g  u p o n  
a  s p a c e  v e h i c l e  d u e  t o  m e t e o r i t i c  d r a g ,  e x p e r i m e n t a l  
e v i d e n c e  i s  t a k e n  p r i m a r i l y  f r o  m  p a s t  o b s e r v a t i o n  
o f  m e t e o r i t i c  c o n t a c t  w i t h  t h e  e a r t h  ( R e f .  2 0 )  t o  
w h i c h  s o m e  s p a c e  p r o b e  d a t a  h a s  b e e n  a d d e d  
r e c e n t l y .  D u e  t o  t h e  r a r i t y  o f  l a r g e  m e t e o r i t e s  
i m p i n g i n g  e v e n  u p o n  a  b o d y  t h e  s i z e  o f  t h e  e a r t h ,  
i t  c a n  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  s m a l l  
l u n a r  v e h i c l e  b e i n g  h i t  b y  s u c h  a  m e t e o r i t e  w o u l d  
b e  e x t r e m e l y  s m a l l ;  t h e r e f o r e ,  i t  w i l l  b e  n e g l e c t e d .  
H e n c e ,  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  m i c r o m e t e o r i t e s  
c o n t r i b u t e  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  m e t e o r i t i c  d r a g  
p e r t u r b a t i o n .  I d e a l l y  o n e  w o u l d  l i k e  t o  k n o w  m e t e o r  
d e n s i t y ,  m a s s  f l u x ,  v e l o c i t y  a n d  s p a t i a l  d i s t r i b u t i o n  
a s  a  f u n c t i o n  o f  p o s i t i o n  a n d  t i m e  f o r  t h e  s p o r a d i c  
b a c k g r o u n d  a s  w e l l  a s  f o r  m e t e o r i t i c  s h o w e r s .  
O n l y  t h e  s p o r a d i c  b a c k g r o u n d  f l u x  c a n  b e  c o n s i d e r e d  
h e r e .  E s t i m a t e s  o f  t h e  a c c r e t i o n  o f  m e t e o r i t i c  
m a t e r i a l  b y  t h e  e a r t h  v a r y  w i d e l y ,  b u t  e x t e n s i v e  
g e o p h y s i c a l  e v i d e n c e  f r o m  b o t h  o p t i c a l  a n d  r a d i o  
e x p e r i m e n t s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  m a x i m u m  a m o u n t  
o f  m e t e o r i t i c  m a t e r i a l  h i t t i n g  t h e  e a r t h  p e r  d a y  
i s  2 0 0 0  t o n s  ( R e f s .  2 0 ,  2 4 ) .  T h i s  w o u l d  c o r r e s p o n d  
t o  a  m e t e o r i t i c  d e n s i t y  o f  P M  =  5  x  1 0 -
2 1  
g / c m
3  
o u t s i d e  o f  t h e  a t m o s p h e r e .  F u r t h e r m o r e ,  i t  i s  
b e l i e v e d  t h a t  m i c r o m e t e o r i t e s  ( i .  e . ,  m e t e o r i t e s  
I V - 3 3  
w i t h  m a g n i t u d e s  b e t w e e n  t h e  r a n g e s  2 0  a n d  3 0  o r  
r a d i i  l e s s  t h a n  a b o u t  1 0 0  m i c r o n s )  c o n s t i t u t e  9 5 %  
o f  t h e  m e t e o r i t i c  m a t e r i a l  h i t t i n g  t h e  e a r t h  ( R e f .  
2 0 ) .  A l s o ,  m e t e o r i t e s  c a n  e n t e r  t h e  e a r t h ' s  
a t m o s p h e r e  o n l y  w i t h  v e l o c I t i e s  b e t w e e n  1 1  a n d  
7 2  k I n / s e c  r e l a t i v e  t o  t h e  e a r t h .  T h e  l o w e r  l i m i t  
o n  v e l o c i t i e s  o f  e n t r y  i s  d u e  t o  t h e  g r a v i t a t i o n a l  
a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e  b y  t h e  e a r t h ,  w h i l e  
t h e  u p p e r  l i m i t  i s  t h e  s u m  o f  t h e  p a r a b o l i c  v e l o c i t y  
f o r  a  s o l a r  o r b i t  a t  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  e a r t h  
( 4 2  k I n / s e c )  a n d  t h e  e a r t h ' s  o r b i t a l  v e l o c i t y  ( 3 0  
k I n / s e c ) .  
A s s u m e  t h a t  t h e  d i r e c t i o n  o f  m o t i o n  o f  t h e  
m e t e o r i t e s  i s  r a n d o m  a l o n g  t h e  l u n a r  t r a j e c t o r y  
( t h i s  h y p o t h e s i s  i s  i n v a l i d  n e a r  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
e a r t h  o r  t h e  m o o n  w h i c h  s h i e l d  t h e  v e h i c l e  f r o m  
b e l o w )  a n d  t h a t  t h e  m e t e o r i t e s  a r e  s o  s m a l l  a s  
t o  e v e n l y  d i s t r i b u t e d  i n  s p a c e .  T h e n  t h e  m a s s ,  M M  
o f  m e t e o r i t e s  s t r i k i n g  t h e  v e h i c l e  i n  t h e  t i m e  
i n t e r v a l  ~t f r o m  a n y o n e  d i r e c t i o n  i s :  
M M  
w h e r e  
P M  
A M  
1  
t r  P M  A M  V E & M  ~t 
( 9 4 )  
i s  t h e  a v e r a g e  d e n s i t y  o f  m e t e o r i t i c  
m a t e r i a l  i n  s p a c e  
t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  v e -
h i c l e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p a r t i c u l a r  
d i r e c t i o n  
V e  M  =  t h e  a v e r a g e  s p e e d  o f  t h e  m e t e 0 r i t e s  
a n d  i t  h a s  b p . e n  a s s u m e d  t h a t  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
m i c r o m e t e o r i t e s  i s  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  v e l o c i t y  
o f  t h e  v e h i c l e .  T h e  n e t  m o m e n t u m  i m p a r t e d  t o  
t h e  v e h i c l e  s i d e s  p e r  s e c o n d  i s  z e r o  s i n c e  t h e  
m o m e n t u m  o f  t h e  m i c r o m e t e o r i t i c  h i t s  f r o m  t h e  
l e f t  i s  c a n c e l l e d  b y  t h o s e  f r o m  t h e  r i g h t ,  a n d  
s i m i l a r l y  f o r  t h e  t o p  a n d  b o t t o m  o f  t h e  v e h i c l e .  
H o w e v e r ,  t h e  m i c r o m e t e o r i t e s  s t r i k i n g  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  f r o m  b e h i n d  h a v e  a  r e l a t i v e  v e l o c i t y  o f  
( V  e M  - Ve~) w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v e h i c l e ,  a n d  
t h o s e  f r o m  t h e  f r o n t  h a v e  a  r e l a t i v e  v e l o c i t y  o f  
- ( V
e M  
+  V e l l . ) '  T h e  n e t  r a t e  o f  m o m e n t u m  t r a n s -
f e r ,  o r  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f o r c e  o n  t h e  v e h i c l e  
d u e  t o  m e t e o r i t i c  i m p a c t  i s  
1  
D M 1  - 3
P
M  A M  V
e M  
VE&~ 
( 9 5 )  
w h e r e  t h e  n e g a t i v e  s i g n  i n d i c a t e s  t h a t  t h i s  f o r c e  
i s  d i r e < : ! e d  a g a i n s t  t h e  v e h i c l e  g e o c e n t r i c  v e l o c i t y  
v e c t o r  V e l l . '  A s  a n  i l l u s t r a t i v e  e x a m p l e ,  f o r  
- 2 1  3  2  5  2  
P M  =  5  x  1 0  g / c m ,  A M  =  1 0 m  =  1 0  c m  ,  
a n  a v e r a g e  m e t e o r i t i c  s p e e d  o f  V
e M  
=  4 0  k I n / s e c  
=  4  x  1 0
6  
c m / s e c  a n d  a  r e p r e s e n t a t i v e  v e h i c l e  
s p e e d  o f  3  k I n  /  s e c  =  3  x  1 0
5  
c m  /  s e c ,  t h e  m a g n i t u d e  
o f  t h e  f o r c e  d u e  t o  m e t e o r i t i c  i m p a c t s  i s  D M 1  =  
- 4  
- 2  x  1 0  d y n e s .  
A l s o  t o  b e  c o n s i d e r e d  i s  t h e  t y p e  o f  m e t e o r i t i c  
i m p a c t .  I n  a  p e r f e c t l y  e l a s t i c  c o l l i s i o n  t h e  
m i c r o m e t e o r i t e  w i l l  l e a v e  t h e  s p a c e  v e h i c l e  w i t h  
t h e  s a m e  r e l a t i v e  s p e e d  a s  t h a t  a t  w h i c h  i t  h i t  a n d  
I V - 3 4  
t h e  m a g n i t u d e  o f  t h i s  t o t a l  f o r c e  o n  t h e  s p a c e  v e -
h i c l e  b e c o m e s  
D M  =  2 D M 1  
- 4  
- 4  x  1 0  d y n e s .  
I n  a  p e r f e c t l y  i n e l a s t i c  c o l l i s i o n ,  o n  t h e  o t h e r  
h a n d ,  a l l  t h e  m i " c r o m e t e o r i t e s  s t a y  w i t h  t h e  v e -
h i c l e  a n d  m u s t  b e  a c c e l e r a t e d  t o  i t s  s p e e d .  I n  
t h i s  c a s e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  t o t a l  f o r c e  o n  t h e  
s p a c e  v e h i c l e  b e c o m e s  
D M  =  D M 1  - P M  A M  V
e M  
Ve~ 4 D M 1  
- 4  
- 8  x  1 0  d y n e s .  
I n  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  m i c r o m e t e o r i t e  b l a s t s  
m a t e r i a l  f r o m  t h e  s k i n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e ,  a n d  
w h e r e  i t ,  t o g e t h e r  w i t h  s o m e  s a t e l l i t e  m a t e r i a l ,  
i s  l e f t  b e h i n d ,  t h e  m e t e o r i t i c  d r a g  f o r c e  s h o u l d  
p r o b a b l y  b e  d e c r e a s e d .  
T h i s  d i s c u s s i o n  s h o w s  t h a t  r e g a r d l e s s  o f  t h e  
t y p e  o f  c o l l i s i o n  a n d  e v e n  f o r  t h e  m a x i m u m  
m e t e o r i t i c  d e n s i t y  a s s u m e d  f o r  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  
t h e  f o r c e  o n  t h e  s a t e l l i t e  i s  e x t r e m e l y  s m a l l .  T h e  
m a j o r  i m p o r t a n c e  o f  m e t e o r i t i c  i m p a c t s  l i e s  i n  
t h e i r  e f f e c t  o n  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  s a t e l l i t e  s k i n ,  
1 .  e . ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  p u n c t u r e  w i t h  r e s u l t i n g  
f u e l  o r  g a s  l o s s e s ,  o r  d a m a g e  t o  s o m e  s u b s y s t e m ,  
a n d  t h e  s a n d b l a s t i n g  o r  p i t t i n g  o f  t h e  s k i n  o r  o f  
o p t i c a l  s u r f a c e s  s u c h  a s  l e n s e s ,  w i n d o w s ,  e t c .  
T h e  p r o b a b i l i t i e s  o f  a  c a t a s t r o p h i c  e n c o u n t e r  
b e t w e e n  a  s p a c e  v e h i c l e  a n d  a  l a r g e  m e t e o r  a r e  
e x t r e m e l y  s m a l l .  A  m o r e  c o m p l e t e  d i s c u s s i o n  o f  
m e t e o r i t i c  d e n s i t i e s ,  r e p r e s e n t a t i v e  v a l u e s  f o r  
f l u x e s ,  c l a s s i f i c a t i o n s ,  m o d e l s ,  a n d  t h e  e f f e c t  o f  
m i c r o m e t e o r i t e s  o n  s p a c e  v e h i c l e  m a t e r i a l s  i s  
g i v e n  i n  C h a p t e r  I I  a n d  C h a p t e r  I I  o f  R e f .  3 .  
e .  R o c k e t  t h r u s t  
T h e  t h r u s t  d u e  t o  r o c k e t  b u r n i n g  i s  a n o t h e r  
f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  s p a c e  v e h i c l e  w h i c h  m u s t  b e  
c o n s i d e r e d  i n  t h e  c o m p l e t e  a n a l y s i s  o f  a  l u n a r  
t r a j e c t o r y .  A s  a  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  i t  i s  p o s -
s i b l e  t o  a s s u m e  t h a t  t h e  v e h i c l e  i s  a c c e l e r a t e d  
b y  a n  i n i t i a l  l a r g e  t h r u s t  d u r i n g  t h e  b o o s t  s t a g e  
t o  t h e  p r e d e t e r m i n e d  i n j e c t i o n  v e l o c i t y ,  a n d  t h a t  
t h e  l u n a r  t r a j e c t o r y  a p p r o a c h e s  t h e  m o o n  b a l -
l i s t i c a l l y  o n  a  p a t h  d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n j e c t i o n  
c o n d i t i o n s .  I n  t h i s  c a s e  t h r u s t  f o r c e s  n e e d  n o t  b e  
c o n s i d e r e d .  H o w e v e r ,  e v e n  t h e  e a r l i e s t  l u n a r  
v e h i c l e s  h a d  p r o v i s i o n s  f o r  a p p l y i n g  c o r r e c t i v e  
a c c e l e r a t i o n s  b y  b o t h  m i d c o u r s e  a n d  t e r m i n a l  
t h r u s t  t o  o v e r c o m e  a n y  e r r o r s  i n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
a n d  d u e  t o  o u r  i m p e r f e c t  k n o w l e d g e  o f  t h e  p h y s i c a l  
e n v i r o n m e n t .  M o r e  s o p h i s t i c a t e d  m i s s i o n s  s u c h  
a s  l u n a r  o r b i t  a n d  l a n d i n g  m i s s i o n s  r e q u i r e  o n e  
o r  s e v e r a l  l a r g e  d e c e l e r a t i o n s  a n d  a c c e l e r a t i o n s  
o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  d u r i n g  t h e  m i s s i o n .  T h u s  a t  
s o m e  t i m e  i n  t h e  p l a n n i n g  o f  a n y  l u n a r  m i s s i o n  t h e  
s i m u l a t i o n  o f  t h r u s t  b e c o m e s  n e c e s s a r y .  
I n  m o s t  c a s e s  t h e  t h r u s t  f o r c e  i s  l a r g e  a n d  t h e  
t i m e  f o r  r o c k e t  b u r n i n g  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  
t r a n s i t  t i m e .  T h e n  E n c k e '  s  i n t e g r a t i o n  m e t h o d  
s h o u l d  b e  s t o p p e d  a t  t h e  o n s e t  o f  r o c k e t  b u r n i n g  
( s i n c e  t h e  p e r t u r b i n g  a c c e l e r a t i o n  b y  t h e  t h r u s t  
f o r c e  i s  t o o  l a r g e ) ,  a n d  C o w e l l ' s  m e t h o d  o f  i n -
t e g r a t i o n  s h o u l d  b e  u s e d  t o  s i m u l a t e  v e h i c l e  m o t i o n  
- j  
}  
d u r i n g  r o c k e t  b u r n i n g .  T h e  e n d  c o n d i t i o n s ,  i .  e .  ,  
t h e  t i m e  w h e n  t h e  t h r u s t  i s  t e r m i n a t e d ,  c a n  b e  
u s e d  t o  d e f i n e  a  n e w  r e c t i f i e d  o r b i t  a n d  t h e  
n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  s u b s e q u e n t  t r a j e c t o r y  
c a n  b e  c o n t i n u e d  b y  u s e  o f  E n c k e  r  s  i n t e g r a t i o n  
m e t h o d .  S i n c e  t h e  t r a j e c t o r y  a f t e r  i n j e c t i o n  i s  
o u t s i d e  t h e  d e n s e r  p a r t s  o f  t h e  a t m o s p h e r e ,  l o w -
t h r u s t  p r o p u l s i o n  b y  i o n  e n g i n e s  o r  o t h e r  d e v i c e s  
i s  p o s s i b l e .  T h e  t h r u s t  p e r t u r b a t i o n  w i l l  t h e n  
a c t  d u r i n g  t h e  m a j o r  p a r t  o f  t h e  l u n a r  t r a j e c t o r y ,  
b u t  i t  w i l l  b e  s m a l l  e n o u g h  s o  t h a t  E n c k e  r  s  m e t h o d  
o f  i n t e g r a t i o n  m a y  b e  u s e d  t h r o u g h o u t  f o r  s o m e  
s m a l l  t h r u s t  a c c e l e r a t i o n s ,  w i t h o u t  l a r g e  e r r o r s  
a r i s i n g  f r o m  rectific~tion . 
L e t  T  b e  t h e  t h r u s t  f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  s p a c e  
v e h i c l e .  I t  e n t e r ! L , t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  E q  ( 5 0 )  
t h r o u g h  t h e  t e r m  n  6 .  w h i c h  i s  d e f i n e d  b y  E q  ( 7 2 )  
w h e r e  t h e  m a s s  M 6 .  o f  t h e  v e h i c l e  i s  i t s  i n s t a n t a -
n e o u s  m a s s ,  w h i c h  d e c r e a s e s  d u e  t o  t h e  e x h a u s t  
o f  m a s s  i n  a  s t r e a m  o f  p a r t i c l e s  d u r i n g  r o c k e t  
b u r n i n g .  Th~ m a g n i t u d e ,  d i r e c t i o n ,  a n d  t i m e -
v a r i a t i o n  o f  T  m u s t  b e  s p e c i f i e d .  A  n a t u r a l  s o -
o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w h i c h  t h e  c o m p o n e n t s  o f  T  
m i g h t  b e  g i v e n  l i s  t h e  b o d y - a x i s  s y s t e m  d e f i n e d  i n  
C h a p t e r  I I I  s i n c e  t h e  r o c k e t  e n g i n e  i s  m o u n t e d  i n  
t h e  b o d y  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e .  W i t h  t h e  o r i e n t a t i o n  
o f  t h e  v e h i c l e  k n o w n ,  i t  i s  p . 2 s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  
x  ,  Y .  , z  c o m p o n e n t s  o f  ' I '  b y  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
Q }  Q }  E 9  
o f  T a b l e  2 .  
I n  s o m e  c a s e s  s u c h  a s  i n  l u n a r  l a n d i n g  o p t i m i -
z a t i o n  s t u d i e s  t h e  t h r u s t  f o r c e  w i l l  b e  r e s o l v e d  
i n t o  c o m p o n e n t s  i n  a n d  n o r m a l  t o  t h e  v e h i c l e  
t r a j e c t o r y  p l a n e .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  t h e s e  
t h r u s t  c o m p o n e n t s  t o  x  ,  Y  , z  c o m p o n e n t s  o f  
~ E 9 E 9  E 9  
T  i s  g i v e n  b e l o w .  
D e f i n e  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  X v  y  v  Z v  w i t h  
o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  g r a v i t y  o f  t h e  v : = h i c l e ,  t h e  
Z v  - a x i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r a d i u s  v e c t o r  ( o r  
u p ) ,  t h e  X v  - a x i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  Z v  - a x i s  i n  
t h e  g e n e r a l  d i r e c t i o n  o f  v e h i c l e  m o t i o n  i n  t h e  
t r a j e c t o r y  p l a n e ,  a n d  t h e  y  v - a x i s  p e r p e n d i c u l a r  
t o  t h e  i n s t a n t a n e o u s  t r a j e c t o r y  p l a n e  t o  c o m p l e t e  
t h e  r i g h t - h a n d e d  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  
D e n o t e  t h e  t h r u s t  c o m p o n e n t s  i n  t h e  x  y  z  
v  v  v  
d i r e c t i o n s  b y  T
u
'  T v '  T w  r e s p e c t i v e l y .  T h e  
p r o b l e m ,  t h e n ,  i s  t o  t r a n s f o r m  t h e  T
u
'  T v '  T w  
c o m p o n e n t s  t o  T  ,  T  ,  T  c o m p o n e n t s  i n  t h e  
x  y  z  
x  ,  y  , z  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y  ( s e e  t h e  
Q )  E 9  E 9  
f o l l o w i n g  s k e t c h ) :  
' .  
~K 1 . . .  /  /  r e  
' 6  
I n . t a " t a f t I OU I  t r l j l c : t o r 7  
p l a l l l p r o J e c t . d o n t o t b  •  
•  p l l . , . .  
- - - - - - - -
D e f i n e  t h r u s t  c o m p o n e n t s  T  { j  a n d  T O '  i n  t h e  
n o r t h  a n d  e a s t  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e n ,  
a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  p r e c e d i n g  s k e t c h ,  t h e  
a i l g l e  b e t w e e n  T v  a n d  T  6  a s  w e l l  a s  T u  a n d  T  a  
i s  ( 3 6 0
o
- A
e
) ,  w h e r e  A e  i s  t h e  a z i m u t h  o f  t h e  T v  
d i r e c t i o n  m e a s u r e d  f r o m  g e o g r a p h i c  n o r t h .  A  
r o t a t i o n  a b o u t  T w  b y  t h e  a n g l e  A e  w i l l  t r a n s f o r m  
f r o m  T
u
'  T v '  T w  c o m p o n e n t s  t o  T  0 /  T  6 '  T w  c o m -
p o n e n t s .  F u r t h e r  r o t a t i o n s  a b o u t  T O '  b y  t h e  a n g l e  
- ( 9 0 - 6 )  ' "  6 - 9 0  a n d  t h e n  a b o u t  T
z  
b y  t h e  a n g l e  
( 2 7 0 - 0 ' )  w i l l  y i e l d  t h e  f o l l o w i n g  t r a n s f o r m a t i o n  
e q u a t i o n s :  
{;~ ~ f  (270-a~ .  [ T  ( 6 - 9 0 ) J  [T(A,~ {~j 
U
S i n  0 '  - c o s  a  O~ [ 1  0  0  ~ 
c o s  a  - s i n  a  0  0  s i n  6  - c o s  6  
o  0  l O c o s  { )  s m  6  
[
C O S  A  s i n  A  1 t i  
; ' i n ; : ,  ~O, X ,  Jf~ 
( 9 6 )  
I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  
s i n  0 '  ' "  
Y E 9 6 .  
c o s  a  
s i n  { )  
c o s  6  
( 2  2  ~1/2 
\ x  E 9 6 .  +  Y  E 9  6 . )  
x E 9 6 .  
f .  2  2  \  1  / 2  
\ x  E 9  6 .  +  Y  E 9  6 . )  
z E 9 6 .  
r E 9 6 .  
/ 2  2  ) 1 / 2  
' "  \ X  E 9  6 .  +  Y  E 9  6 .  
r E 9 6 .  
( 9 7 )  
( c o m p a r e  w i t h  t h e  p r e c e d i n g  s k e t c h ) .  I t  r e m a i n s  
t o  g i v e  c o s  A e  a n d  s i n  A e  i n  t e r m s  o f  ~6. Y E 9 6 .  
z E 9 6 . '  W e  h a v e  
I V - 3 5  
\- - - - -
c o s  i  
c o s  A  =  V E  
e  - - --
s i n  A  
e  
w h e r e  
c o s  i V E  
(  
c o s 2 .  )  
l Y E  
- 1  - 2  
c o s  o ·  
(  ; ' $  L ' .  x  V  E 9  L ' . l  
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( 9 8 )  
[
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T h e  e x p r e s s i o n s  ( 9 8 )  b e c o m e ,  b y  u s e  o f  ( 9 9 ) :  
c o s  A  
e  
s i n  A  
e  
{~E9L'. Y $ L ' .  - x e L ' .  Y e L ' . )  
r $ L ' .  }  
{ ( x 2 $ L ' .  +  y
2
e L ' . )  
[~$L'. z ( I ) L ' .  - Y $ L ' .  Z e L ' . )  
2  
+  ( Z $  L ' .  x e  L ' .  - z e  L ' .  x $  L ' . )  
2  
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+  ( X $ L ' .  Y e L ' .  - x e L ' .  Y$~2 
(  1 0 0 )  
- f  -« " < I t "  Y M  
.  \  2  
- x e L ' .  Y f J J L ' . )  
r 2 $ L ' . } { ( X 2 $ L ' .  +i$L'.)[~$L'. z $ L ' .  
- Y  $  L ' .  z $  L ' . )  2  +  G f J J  L ' .  x E 9 L ' .  
2  
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( l 0 1 )  
E q u a t i o n s  ( 9 6 ) ,  ( 9 7 ) ,  ( 1 0 0 )  a n d  ( 1 0 1 )  c o m p l e t e l y  
d e f i n e  T  ,  T  ,  T  i n  t e r m s  o f  T  ,  T  , T  a n d  t h e  
x  Y  Z  u  v  w  
i n s t a n t a n e o u s  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  c o o r d i n a t e s  
x e L ' . '  Y e L ' . '  z f J J L ' . '  x $ L ' . '  Y e L ' . '  z E ! ) - L ' . .  T h i s  l a t t e r  
m e t h o d  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
t h r u s t  f o r c e  i s  a d v a n t a g e o u s  s i n c e  t h e  v e h i c l e  
o r i e n t a t i o n  d o e s  n o t  e n t e r  t h e  c o m p u t a t i o n s  e x p l i c i t l y  
b u t  r a t h e r  i m p l i c i t l y  a s  a n  i n p u t  t h r o u g h  t h e  
s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  t i m e  v a r i a t i o n  o f  T
u
'  T v '  T w .  
W h e n  o n e  s t a r t s  w i t h  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h r u s t  i n  
t h e  b o d y  a x i s ,  t h e  v e h i c l e  o r i e n t a t i o n  m u s t  b e  
I V - 3 6  
s p e c i f i e d  e x p l i c i t l y .  
f .  R e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  
B e f o r e  r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  a r e  m e n t i o n e d ,  a  
b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  v a r i o u s  s y s t e m s  o f  
m e c h a n i c s  w h i c h  d e a l  w i t h  t h e  m o t i o n  o f  b o d i e s  o n  
t h e  a s t r o n o m i c a l  s c a l e  i s  r e q u i r e d .  T h e  e a r l i e s t  
f o r m u l a t i o n  o f  m e c h a n i c s  i n  m a t h e m a t i c a l  f o r m  
i s  d u e  t o  N e w t o n .  T w o  p o s t u l a t e s  u n d e r l i e  h i s  
f o r m u l a t i o n  o f  t h e  l a w s  o f  m o t i o n :  ( I )  t h e r e  
e x i s t s  a  u n i v e r s a l  a b s o l u t e  t i m e  J ;  i n  t e r m s  o f  w h i c h  
a l l  e v e n t s  c a n  b e  d e s c r i b e d ,  ( 2 )  a n y  p a r t i c l e  c a n  
b e  p l a c e d  i n  a n  a b s o l u t e  e u c l i d e a n  t h r e e - d i m e n -
s i o n a l  s p a c e .  T h e  m e t r i c ,  o r  d i s t a n c e  d s  b e t w e e n  
a n y  t w o  n e i g h b o r i n g  p o i n t s ,  o f  t h i s  s p a c e  i s  g i v e n  
b y  
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w h e r e  x ,  y ,  Z  a r e  t h e  t h r e e  c a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  
o f  t h i s  s p a c e ,  a n d  t i m e  t  i s  r e g a r d e d  a s  a  p a r a m e t e r .  
A n  i n e r t i a l  s y s t e m  i n  n e w t o n i a n  m e c h a n i c s  i s  d e -
f i n e d  a s  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w h i c h  N e w t o n ' s  
l a w s  o f  m o t i o n  p r e s e r v e  t h e i r  m a t h e m a t i c a l  f o r m  
d u r i n g  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  c o o r d i n a t e s .  N e w t o n  
a v o i d e d  c o m p l i c a t i o n s  b y  n o t  s p e c i f y i n g  t h i s  
a b s o l u t e  s p a c e  a n d  t h i s  a b s o l u t e  t i m e  ( i .  e . ,  t h e  
i n e r t i a l  s y s t e m ) .  T h e y  h a v e  t o  b e  s p e c i f i e d  f o r  
e a c h  e x p e r i m e n t  t h a t  i s  p e r f o r m e d .  
N e w t o n i a n  m e c h a n i c s  w a s  v e r y  s u c c e s s f u l  i n  
i n t e r p r e t i n g  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  a n d  i t  w a s  n o t  
u n t i l  t w o  c e n t u r i e s  l a t e r  t h a t  t h i s  t h e o r y  w a s  
m o d i f i e d  b y  E i n s t e i n .  E i n s t e i n ' s  s p e c i a l  t h e o r y  
o f  r e l a t i v i t y  i s  b a s e d  o n  ( 1 )  t h e  p o s t u l a t e  o f  
r e l a t i v i t y ,  w h i c h  s t a t e s  t h a t  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  
d e t e c t  u n a c c e l e r a t e d  m o t i o n  t h r o u g h  s p a c e  a n d  
( 2 )  t h e  v e l o c i t y  o f  l i g h t  i n  v a c u o  i s  t h e  s a m e  f o r  
a l l  o b s e r v e r s ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  
o f  t h e  l i g h t  s o u r c e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o b s e r v e r .  
T h e  m o s t  s t r i k i n g  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  s p e c i a l  
r e l a t i v i t y  a n d  n e w t o n i a n  m e c h a n i c s  i s  t h e  i n t r o -
d u c t i o n  o f  a  f i n i t e  m a x i m u m  v e l o c i t y  c  i n  s p e c i a l  
r e l a t i v i t y  w h i l e  t h e  m a x i m u m  v e l o c i t y  i n  n e w t o n i a n  
m e c h a n i c s  d o e s  n o t  h a v e  a n y  l i m i t .  A s  a  t r i b u t e  
t o  t h e  s u c c e s s  o f  n e w t o n i a n  m e c h a n i c s  t h e  a b s o l u t e  
e u c l i d e a n  t h r e e - d i m e n s i o n a l  s p a c e  h a s  b e e n  r e -
t a i n e d  b y  s p e c i a l  r e l a t i v i t y .  H o w e v e r ,  t h e  n o t i o n  
o f  a n  a b s o l u t e  t i m e  w h i c h  c o u l d  b e  f i x e d  i n  s o m e  
w a y  b y  t w o  o b s e r v e r s  a t  t w o  d i f f e r e n t  p l a c e s  h a s  
b e e n  a b a n d o n e d .  E a c h  e v e n t  n o w  n e e d s  f o u r  n u m b e r s  
t o  s p e c i f y  i t :  t h r e e  s p a c e  c o o r d i n a t e s  a n d  t i m e ,  
a n d  t h e y  c a n  b e  p l o t t e d  a s  p o i n t s  i n  t h e  f o u r - d i m e n -
s i o n a l  s p a c e - t i m e  w i t h  m e t r i c '  
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( E q  1 0 3  i s  c a l l e d  t h e  M i n k o w s k i  s p a c e - t i m e . )  
S i m i l a r  t o  i t s  d e f i n i t i o n  i n  n e w t o n i a n  m e -
c h a n i c s ,  a n  i n e r t i a l  s y s t e m  i n  s p e c i a l  r e l a t i v i t y  
i s  d e f i n e d  a s  a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  w h i c h  t h e  
l a w s  o f  m a t h e m a t i c a l  p h y s i c s  r e t a i n  t h e i r  f o r m  
d u r i n g  a  t r a n s f o r m a t i o n  o f  c o o r d i n a t e s .  T h e  m o s t  
g e n e r a l  t r a n s f o r m a t i o n  b e t w e e n  t w o  i n e r t i a l  s y s -
t e m  S  ( x ,  y ,  z ,  t )  a n d  S '  ( X l ,  y l ,  Z I ,  t l )  i n  n e w t o n i a n  
m e c h a n i c s  i s  g i v e n  b y  t h e  G a l i l e o  t r a n s f o r m a t i o n  
t l  =  t ,  X l  =  X  - V t ,  y l  =  y ,  z '  =  z  ( 1 0 4 )  
w h e r e  V  i s  t h e  u n i f o r m  s p e e d  w i t h  ~ i c h  S  I  m o v e s  
p a r a l l e l  t o  t h e  x - a x i s  w i t h  r e s p e c t  t o  S .  I n  s p e c i a l  
r e l a t i v i t y  t h e  m o s t  g e n e r a l  t r a n s f o r m a t i o n  b e t w e e n  
1  
I  
S a n d  S '  i s  g i v e n  b y  t h e  L o r e n t z  t r a n s f o r m a t i o n  
t '  f 3  ( t  - - ;  x )  , x '  f 3 ( x  - V t ) ,  
c  
y ' = y , z '  z ,  
( 1 0 5 )  
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w h e r e  f 3  =  ( 1  -~) , a n d  c  i s  t h e  v e l o c i t y  o f  
c  
l i g h t  i n  v a c u o .  B o t h  o f  t h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s  
a r e  i n v a r i a n t s ,  i .  e . ,  w e  m a y  e x c h a n g e  t h e  p r i m e d  
a n d  u n p r i m e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w i t h o u t  a l t e r i n g  
t h e  f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n s .  
T h e  t h e o r y  o f  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  a t t e m p t s  t o  e x -
t e n d  t h e  p o s t u l a t e  o f  r e l a t i v i t y  t o  a c c e l e r a t e d  t y p e s  
o f  m o t i o n  ( n o t  o n l y  t o  u n a c c e l e r a t e d  m o t i o n  a s  i n  
s p e c i a l  r e l a t i v i t y )  s u c h  a s  t o  m o t i o n  i n  a  g r a v i t a -
t i o n a l  f i e l d .  T h e  e u c l i d e a n  g e o m e t r y  o f  t h e  p r e v i o u s  
s y s t e m s  o f  m e c h a n i c s  h a s  b e e n  a b a n d o n e d ,  a n d  a l l  
e v e n t s  c a n  b e  p l o t t e d  a s  p o i n t s  i n  s o m e  f o u r - d i -
m e n s i o n a l  r i e m a n n i a n  ( c u r v e d )  s p a c e - t i m ·e  w i t h  
t h e  m e t r i c  
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w h e r e  x .  a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  a n d  g  . .  ( x . )  a r e  t h e  
1  1 J  1  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  m e t r i c  t e n s o r  
c h a r a c t e r i z i n g  t h e  p a r t i c u l a r  s p a c e - t i m e  u s e d  i n  
t h e  p r o b l e m .  T h e  c o o r d i n a t e s  x i  a r e  n o t  n e c e s -
s a r i l y  k n o w n  a  p r i o r i  b u t  w i l l  b e  a s s i g n e d  i n  s o m e  
w a y  l a t e r ,  t h e  o n l y  r e s t r i c t i o n  b e i n g  t h a t  t h e  
s a m e  m e t h o d  o f  a s s i g n i n g  c o o r d i n a t e s  b e  u s e d  
t h r o u g h o u t .  T h e  l a w s  o f  p h y s i c s  a r e  a s s u m e d  t o  
b e  u n a f f e c t e d  b y  t h e  c h o i c e  o f  c o o r d i n a t e s  > l . n d  
c a n  t h e r e f o r e  b e  e x p r e s s e d  i n  a n  i n v a r i a n t  f o r m .  
T h i s  m e a n s  t h a t  a s  a  g u i d e  o n e  u s e s  t h e  p r i n c i p l e  
o f  c o v a r i a n c e :  T h e r e  m u s t  b e  n o  p r e f e r r e d  c o -
o r d i n a t e  s y s t e m .  T h i s  p r i n c i p l e  o f  c o v a r i a n c e  
c a n  b e  i n s u r e d  b y  u s e  o f  t e n s o r s  a n d  t e n s o r  
e q u a t i o n s  w h i c h  h a v e  t h e  s a m e  f o r m  i n  a U  c o -
o r d i n a t e  s y s t e m s .  
T h e  e q u a t i o n s  o f  m a t h e m a t i c a l  p h y s i c s  i n  
s p e c i a l  r e l a t i v i t y  a n d  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  s h o u l d  
r e d u c e  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e q u a t i o n s  i n  n e w t o n i a n  
m e c h a n i c s  i f  t h e  f i n i t e  m a x i m u m  v e l o c i t y  c  i n  t h e  
r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n s  i s  r e p l a c e d  b y  a n  i n f i n i t e  
o n e .  T h u s ,  i n  t h e  p r o b l e m  o f  s p a c e  v e h i c l e  m o t i o n ,  
s p e c i a l  r e l a t i v i t y  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  " c o r r e c t i o n "  
t o  n e w t o n i a n  m e c h a n i c s  a t  h i g h  s p a c e  v e h i c l e  
s p e e d s  a n d  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  a s  a  " c o r r e c t i o n "  
t o  N e w t o n ' s  l a w  o f  g r a  v i t a t i o n .  
C o n t r i b u t i o n s  t o  s p e c i a l  r e l a t i v i s t i c  r o c k e t  
k i n e m a t i c s  a n d  d y n a m i c s  h a v e  b e e n  m a d e  b y  
m a n y  i n v e s t i g a t o r s  a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  e q u a t i o n s  
h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  b y  m a n y  a u t h o r s ,  f o r  e x a . n p l e  
b y  K r a u s e  i n  R e f .  2 5 .  T o  i l l u s t r a t e  s p e c i a l  
r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s ,  t h e  f o l l o w i n g  s u m m a r y  o f  
e q u a t i o n s  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a  r o c k e t  i n  a  s t r a i g h t  
l i n e  a n d  w i t h o u t  a n y  e x t e r n a l  f o r c e s  a c t i n g  o n  i t  
h a s  b e e n  t a k e n  f r o m  R e f .  2 5 .  
T h e  f o l l o w i n g  t a b l e  s h o w s  t h a t  s p e c i a l  
r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  o n  a  s p a c e  v e h i c l e  b e c o m e  
i m p o r t a n t  w h e n  i t s  v e l o c i t y  o r  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
e x h a u s t  g a s e s  a r e  a n  a p p r e c i a b l e  f r a c t i o n  o f  t h e  
s p e e d  o f  l i g h t ,  c  =  2 9 9 7 9 2 . 5  k m / s e c .  I t  s h o u l d  
b e  n o t e d  t h a t  b y  l e t t i n g  c  - >  c o ,  B  - >  1  t h e  
a b o v e  r e l a t i v i s t i c  r o c k e t  e q u a t i o n s  r e d u c e  t o  t h e  
n e w t o n i a n  r o c k e t  e q u a t i o n s .  F o r  l u n a r  v e h i c l e s  
t h e s e  r e l a t i v i s t i c  c o r r e c t i o n s  a r e  v e r y  s m a l l  a n d  
c a n  b e  n e g l e c t e d  i n  m o s t  p r a c t i c a l  c a s e s .  
S i n c e  t h e  t h e o r i e s  o f  s p e c i a l  n o r  g e n e r a l  
r e l a t i v i t y  d o  n o t  e m p l o y  a  u n i v e r s a l  a b s o l u t e  t i m e  
a s  n e w t o n i a n  m e c h a n i c s  d o e s ,  t h e  r e a d i n g s  o f  
c l o c k s  m o v i n g  r e l a t i v e  t o  e a c h  o t h e r  a n d  /  o r  b e -
i n g  i n  a  d i f f e r e n t  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  w i l l  n o t  a g r e e .  
I t  i s  t h e r e f o r e  p o s s i b l e  t o  e m p l o y  t h e  d i f f e r e n t  
g r a V i t a t i o n a l  e n v i r o n m e n t  a n d  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  
b e t w e e n  a n  e a r t h  o b s e r v e r  a n d  a  s p a c e  v e h i c l e  t o  
m e a s u r e  s p e c i a l  a n d  g e n e r a l  r e l a t i v i s t i c  " t i m e  
d i l a t i o n "  e f f e c t s .  
T h e  p r o b l e m  o f  r o c k e t  m o t i o n  h a s  n o t  y e t  b e e n  
a t t a c k e d  i n  t h e  t h e o r y  o f  g e n e r a l  r e l a t i v i t y .  H o w -
e v e r ,  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a n a l o g o u s  t o  t h e  n - b o d y  
a n d  r e s t r i c t e d  n  - b o d y  p r o b l e m s  o f  n e w t o n i a n  
m e c h a n i c s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  i n  g e n e r a l  f o r m  b y  
E i n s t e i n ,  F o c k ,  a n d  P a p a p e t r o u  a m o n g  o t h e r s .  
T h e  g e n e r a l  r e l a t i v i s t i c  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  
s o  c o m p l i c a t e d  t h a t  n o  m e t h o d  o f  s o l u t i o n  h a s  a s  
y e t  b e e n  g i v e n .  B y  u s i n g  a  s i m p l i f i e d  d y n a m i c a l  
s y s t e m  o f  a  m a s s i v e  b o d y  a n d  a  s p a c e  v e h i c l e  
a n a l o g o u s  t o  t h e  c l a S S i c a l  r e s t r i c t e d  t W O - b o d y  
p r o b l e m  o f  n e w t o n i a n  m e c h a n i c s ,  t h r e e  g e n e r a l  
r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  h a v e  b e e n  d e d u c e d :  
( 1 )  T h e  a d v a n c e  o f  p e r i h e l i o n  ( c l o s e s t  
a p p r o a c h  t o  t h e  s u n )  o f  t h e  p l a n e t s .  
( 2 )  T h e  d e f l e c t i o n  o f  l i g h t  b y  g r a v i t a t i o n a l  
f i e l d s .  
( 3 )  T h e  r e d - s h i f t  o f  s p e c t r a l  l i n e s  b y  t h e  
g r a v i t a t i o n a l  f i e l d  n e a r  i t s  s o u r c e .  
K r a u s e  d e r i v e d  i n  R e f .  2 5 ,  b y  u s e  o f  t h e  a b o v e  
s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n ,  t h e  s e c u l a r  a n d  l o n g -
p e r i o d i c  p e r t u r b a t i o n s  i n  t h e  o s c u l a t i . n g  o r b i t a l  
e l e m e n t s  o f  a  n e a r  - e a r t h  s a t e l l i t e .  
T h e  t h e o r y  o f  g e n e r a l  r e l a t i v i t y  g i v e s  t h e  e f f e c t  
o f  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d s ,  a n d  t h e  s t r o n g e r  t h e  f i e l d ,  
t h e  m O l ' e  p r o n o u n c e d  i : s  e f f e c t  o n  t h e  t r a j e c t o r y .  
B u t ,  j u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  s p e c i a l  r e l a t i v i t y ,  
g e n e r a l  r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  a r e  v e r y  s m a l l  f o r  
l u n a r  v e h i c l e s  a n d  c a l l  b e  n e g l e c t e d  i n  p r a c t i c a l  
t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  a d v a n c e  
o f  p e r i g e e  o f  a  n e a r  - e a r t h  s a t e l l i t e ,  a s  c a l c u l a t e d  
b y  L a P a z  ( R e f .  2 6 )  a m o u n t s  o n l y  t o  s e v e r a l  
h u n d r e d s  o f  s e c o n d s  o f  a r c  p e r  c e n t u r y .  
~~cl'uracy o f  C o m p u t e d  T r a j e c t o r i e s  
B e f o r e  c l o s i n g  t h e  d i s c u s s i o n  o n  f o r c e  m o d e l s  
a n d  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  i t  i s  h e l p f u l  t o  s u m -
m a r i z e  t h e  d e v i a t i o n s  o f  a  c o m p u t e d  f r o m  a n  
a c t u a l  t r a j e c t o r y .  T h e  m a i n  s o u r c e s  o f  e r r o r  i n  
a  c o m p u t e d  t r a j e c t o r y  a r e :  
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a .  U s e  o f  s i m p l i f i e d  f o r c e  m o d e l s  
I n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  v a r i o u s  f o r c e  m o d e l s  
i t  i s  p o i n t e d  o u t  w h a t  a p p r o x i m a t i o n s  h a v e  b e e n  
m a d e  i n  e a c h .  O n e  w o u l d  e x p e c t  t o  u s e  a  s i m p l e r  
f o r c e  m o d e l  f o r  p r e l i m i n a r y  t r a j e c t o r y  s e l e c t i o n  
a n d  t h e n  u s e  a  m o r e  c o m p l i c a t e d  m o d e l  t o  v e r i f y  
s o m e  m o r e  d e s i r a b l e  t r a j e c t o r i e s .  I t  i s  t o  b e  
e x p e c t e d  t h a t  t h e  m a n y - b o d y  f o r c e  m o d e l  w i t h  t h e  
i n c l u s i o n  o f  n o n g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  y i e l d s  t h e  
m o s t  a c c u r a t e  t r a j e c t o r y .  W i t h  e a c h  f o r c e  m o d e l ,  
m a n y  q u e s t i o n s  o f  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  a r i s e ,  s u c h  
a s  t h e  t y p e  o f  b u i l d u p  a n d  t a i l  - o f f  o f  t h r u s t ,  t h e  
d r a g  a n d  l i f t  c o e f f i c i e n t s ,  t h e  r e f l e c t i v i t y  o f  t h e  
v e h i c l e  s k i n ,  t h e  t y p e  o f  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  
n e u t r a l  a n d  c h a r g e d  p a r t i c l e s  w i t h  t h e  s k i n ,  e t c .  
T h e  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  o f  s o m e  f o r c e s  p r e s e n t s  
m a j o r  p r o b l e m s  a n d  m a y  b e  c o s t l y  i n  p r o g r a m m i n g  
a n d  c o m p u t a t i o n  t i m e .  
b .  U s e  o f  a p p r o x i m a t e  p h y s i c a l  c o n s t a n t s  
W i t h  e a c h  f o r c e  t h e r e  a r e  i n  g e n e r a l  s o m e  
a s s o c i a t e d  c o n s t a n t s .  T h u s  w e  n e e d  t h e  g r a v i t a -
t i o n a l  c o n s t a n t s  o f  t h e  m o o n  f . . l  «  =  G M  ( [ '  t h e  
e a r t h  f . . l E B  =  G M $ '  t h e  m e a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  
t h e  m o o n  w E / 1 < C  c o n s t a n t s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e x -
p a n s i o n  o f  t h e  e a r t h  I  s  a n d  t h e  m o o n  I  s  g r a v i t a t i o n a l  
p o t e n t i a l s ,  t h e  v a r i a t i o n  o f  a t m o s p h e r i c  t e m p e r a -
t u r e  a n d  m o l e c u l a r  w e i g h t  w i t h  a l t i t u d e  a b o v e  t h e  
e a r t h  a n d  m a n y  m o r e  c o n s t a n t s  d e p e n d i n g  o n  t h e  
f o r c e  m o d e l .  E a c h  o n e  o f  t h e s e  c o n s t a n t s  i s  k n o w n  
i m p r e c i s e l y ;  t h i s  f a c t  w i l l  c a u s e  e r r o r s  i n  t h e  c o m -
p u t e d  t r a j e c t o r i e s .  T h e r e  s h o u l d  i d e a l l y  b e  a  
b a l a n c e  b e t w e e n  o u r  k n o w l e d g e  o f  t h e s e  c o n s t a n t s  
a n d  t h e  t y p e  o f  f o r c e  m o d e l  t o  b e  u s e d  o n  t h e  c o m -
p u t e r .  T h e  c o n s t a n t s  i n  a n y  f o r c e  m o d e l  s h o u l d  
b e  c o n s i s t e n t  a m o n g  e a c h  o t h e r ;  a n d  i f  t h e y  a r e  
n o t ,  a  j u s t i f i c a t i o n  o f  e a c h  s u c h  d e p a r t u r e  s h o u l d  
b e  g i v e n .  
c .  E r r o r s  i n  t h e  l u n a r ,  s o l a r ,  a n d  p l a n e t a r y  
p o s i t i o n s  
T h e  c o o r d i n a t e s  o f  c e l e s t i a l  b o d i e s  h a v e  b e e n  
o b t a i n e d  a t  t h e  U S  N a v a l  O b s e r v a t o r y  b y  u s e  o f  
g e n e r a l  p e r t u r b a t i o n  t h e o r i e s  w i t h  c e r t a i n  v a l u e s  
o f  p h y s i c a l  c o n s t a n t s  w h i c h  m a y  d i f f e r  f r o m  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  s a m e  c o n s t a n t s  u s e d  i n  t h e  t r a -
j e c t o r y  p r o g r a m .  
d .  E r r o r s  i n  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
T h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  v e h i c l e ,  t h e  
c e l e s t i a l  b o d i e s  a n d  t h e  l a u n c h  s i t e  o n  e a r t h  a s  
u s e d  i n  t h e  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  m a y  b e  i n  e r r o r .  
e .  C o m p u t a t i o n a l  e r r o r s  
T h e  p r o g r a m m i n g  o f  a  t r a j e c t o r y  c o m p u t e r  
p r o g r a m  r e q u i r e s  c a r e f u l  a t t e n t i o n  t o  t h e  a c -
c u m u l a t i o n  o f  e r r o r  d u r i n g  t h e  n u m e r i c a l  i n t e -
g r a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  C o m p u t a t i o n a l  
e r r o r s  i n c l u d e  t h o s e  d u e  t o  r o u n d  - o f f ,  t r u n c a t i o n ,  
a p p r o x i m a t i o n ,  c a n c e l l a t i o n ,  a n d  d u e  t o  t h e  
p r e s e n c e  o f  s m a l l  d i v i s o r s .  
- _  . .  - - -
f .  H u m a n  e r r o r  
L a s t ,  b u t  n o t  l e a s t  t h e r e  i s  t h e  p o s s i b i l i t y  
o f  h u m a n  e r r o r  i n  t h e  h a n d l i n g  o f  t h e  d a t a  f r o m  
a s s e m b l i n g  t h e  m a c h i n e  i n p u t  t o  t h e  e v a l u a t i o n  
o f  t h e  t r a j e c t o r y  o u t p u t .  
C .  T H E  V O I C E  T E C H N I Q U E  
T h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  a c c u r a c y  o f  c o m p u t e d  
t r a j e c t o r i e s  i n  t h e  p r e c e d i n g  s u b s e c t i o n  p o i n t e d  
o u t  t h e  n e e d  o f  a  s i m p l i f i e d  f o r c e  m o d e l  f o r  
p a r a m e t r i c  s t u d i e s  o f  l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  T h e  
n - b o d y  f o r c e  m o d e l  i s  v e r y  c o m p l e x  b e c a u s e  o f  
t h e  n u m b e r  o f  t r a j e c t o r y  v a r i a b l e s  i n v o l v e d  a n d  
t h e  l a c k  o f  e x a c t  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n .  I n  f a c t ,  e v e n  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
m o d e l  ( S u b s e c t i o n  B - 1 )  d o e s  n o t  a f f o r d  s o l u t i o n s  
f o r  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  e f f i C i e n t l y .  A l t h o u g h  c o m -
p u t e r  p r o g r a m s  e x i s t  t h a t  d e t e r m i n e  t r a j e c t o r i e s  
b y  u s e  o f  v a r i o u s  i n t e g r a t i o n  s c h e m e s ,  t h e  i n p u t s  
t o  t h e s e  p r o g r a m s  a r e  t h e  u n k n o w n  p o s i t i o n  a n d  
v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e c r a f t  a t  s o m e  t i m e .  S i n c e  
l u n a r  t r a j e c t o r i e s  a r e  v e r y  s e n s i t i v e  t o  t h e s e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e s e  u n k n o w n s  m u s t  b e  
e s t i m a t e d  v e r y  a c c u r a t e l y .  F o r  e x a m p l e ,  a  
t y p i c a l  t r a j e c t o r y  t h a t  p a s s e s  b e h i n d  t h e  m o o n  
a n d  r e t u r n s  t o  e a r t h  ( c i r c u m l u n a r )  r e q u i r e s  a n  
i n i t i a l  s p e e d  a t  t h e  e a r t h  o f  a p p r o x i m a t e l y  1 1 , 0 0 0  
m  /  s e c .  P e r t u r b i n g  t h i s  s p e e d  b y  1  m /  s e c  c a n  
c h a n g e  p e r i c y n t h i o n  ( c l o s e s t  a p p r o a c h  t o  m o o n )  
a l t i t u d e  b y  h u n d r e d s  o f  k i l o m e t e r s ,  a n d  t h e  
r e t u r n  p e r i g e e  b y  t h o u s a n d s  o f  k i l o m e t e r s .  T h u s ,  
s y s t e m a t i c  s t u d i e s  u s i n g  c o m p u t e r  p r o g r a m s  t h a t  
i n t e g r a t e  n u m e r i c a l l y  c a n  b e c o m e  l o n g ,  t e d i o u s ,  
a n d  e x p e n s i v e ,  i f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  d e -
t e r m i n e d  b y  a  t r i a l  a n d  e r r o r  a p p r o a c h .  T h e  m o s t  
d e s i r a b l e  m e a n s  a r o u n d  t h i s  p r o b l e m  i s  v i a  a  
s i m p l i f i e d  t e c h n i q u e  t h a t  i s  r e l a t i v e l y  a c c u r a t e  a n d  
f r e e  o f  i n t e g r a t i o n  l o g i c .  
1 .  D e s c r i p t i o n  
T o  t h i s  e n d ,  a  t h r e e  - d i m e n s i o n a l  p a t c h e d  
c o n i c  p r o g r a m  u s i n g  a  s u c c e s s i o n  o f  t w o  - b o d y  
t r a j e c t o r i e s ,  a n d  w i t h  a  t r a n s i t i o n  r e g i o n  s i m i l a r  
t o  t h e  g r a v i s p h e r e  t r a n s i t i o n  t o  l u n a r  i n f l u e n c e  
w a s  d e v e l o p e d .  H o w e v e r ,  i n s t e a d  o f  a  g r a v i s p h e r e  
o r  s p h e r e  o f  i n f l u e n c e ,  a  l u n a r  " v o l u m e  o f  i n -
f l u e n c e "  i s  u s e d  w h i c h  i s  d e f i n e d  b y  t h e  l o c u s  o f  
p o i n t s  t h a t  s a t i s f y  r M / r
E  
=  0 . 1 7 5  ( s e e  S u b s e c t i o n  
B - l b ) .  T h i s  v o l u m e ,  e m p i r i c a l l y  d e t e r m i n e d  t o  
g i v e  t h e  b e s t  r e s u l t s ,  i s  a  s p h e r e  a s  w a s  s h o w n  
i n  t h e  r e f e r e n c e d  s u b s e c t i o n .  
T h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a r e  m a d e  i n  a n y  
p a t c h e d  c o n i c  p r o g r a m :  T h e  e a r t h  a n d  m o o n  a r e  
s p h e r i c a l  h o m o g e n e o u s  b o d i e s  w i t h  t h e  m o o n  
r o t a t i n g  a b o u t  t h e  e a r t h  ' s  c e n t e r .  M o t i o n  w i t h i n  
t h e  l u n a r  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  i s  f r e e  o f  g r a v i -
t a t i o n a l  f o r c e s  f r o m  t h e  e a r t h  a n d  s u n .  L i k e w i s e ,  
m o t i o n  t o w a r d  o r  a w a y  f r o m  t h e  v o l u m e  i s  f r e e  o f  
f o r c e s  d u e  t o  t h e  m o o n  a n d  s u n .  T h u s ,  a  t r a -
j e c t o r y  i n  t h i s  e a r t h - m o o n  m o d e l  c a n  b e  d e s c r i b e d  
b y  t h e  c l a s s i c  t w o - b o d y  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  
" p a t c h e d "  a t  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  l u n a r  v o l u m e  o f  
i n f l u e n c e .  
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F i g u r e  4  p r e s e n t s  a  d e f i n i t i o n  o f  t h e  t e r m s  a n d  
t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  u s e d  i n  t h e  V o i c e  ( V o l u m e  
o f  I n f l u e n c e - C a l c u l a t e d  E n v e l o p e s . )  t r a j e c t o r y  p r o -
g r a m .  A  g e o c e n t r i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  e m -
p l o y e d  w i t h  t h e  p o s i t i v e  x
E  
- a x i s  d e f i n e d  b y  t h e  
v e c t o r  l y i n g  a l o n g  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  t r a n s -
l u n a r  t r a j e c t o r y  p l a n e  a n d  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  
p l a n e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m o o n .  T h e  z E  - a x i s  
i s  n o r m a l  t o  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e ,  i .  e . ,  i n  
t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  a n g u l a r  m o m e n t u m  v e c t o r  
o f  t h e  m o o n  w i t h  t h e  Y E  - a x i s  c o m p l e t i n g  t h e  r i g h t -
h a n d e d  s y s t e m  i n  t h e  M O P .  T h e  l e a d  a n g l e  o f  
t h e  m o o n ,  ~ * ,  i s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  x
E  
- a x i s  t o  
t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  m o o n  a t  t h e  t i m e  o f  i n j e c t i o n .  
Y
E  
E f )  
w h e r e  V  E D .  i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  
a n d  V
E q  
i s  t h a t  o f  t h e  m o o n  r e l a t i v e  t o  e a r t h .  
F r o m  t h e  p r e c e d i n g  s k e t c h  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  
v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e  r e l a t i v e  t o  t h e  m o o n  
~ - . . . . - "  
V M b , .  i s  g i v e n  b y  V M D .  =  V E D .  - V
E q  
•  
T h e  g e o c e n t r i c  v e h i c l e  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  a t  e n t r y  
~ 
D l L  
" K  
"  
"  
< .  
,  
/ ' \  
" M  
,  
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T h e  r e l a t i v e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  t r a n s l u n a r  t r a -
j e c t o r y  p l a n e  i V T L  a n d  t h e  t r a n s e a r t h  t r a j e c t o r y  
p l a n e  i V T E  t o  t h e  M O P  a r e  d e  t e r m  i n e d  a t  t h e  
t i m e  o f  i n j e c t i o n  a n d  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  e x i t ,  
r e s p e  c t i v e l y .  
T h e  p r o g r a m  f i r s t  c o m p u t e s  t h e  t r a n s l u n a r  
t r a j e c t o r y  t o  t h e  p o i n t  o f  e n t r y  i n t o  t h e  v o l u m e  
o f  i n f l u e n c e ,  a t  w h i c h  p o i n t  t h e  v e l o c i t y  a n d  
p o s i t i o n  v e c t o r s  a r e  d e t e r m i n e d  r e l a t i v e  t o  t h e  
g e o c e n t r i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  A t  v o l u m e  e n t r y  
t h e  v e l o c i t y  a n d  p o s i t i o n  v e c t o r s  a r e  t r a n s f o r m e d  
t o  a  s e l e n o c e n t r i c  r e f e r e n c e  f r a m e  a s  i l l u s t r a t e d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  s k e t c h  f o r  t h e  s i m p l e  c a s e  o f  a  
t r a j e c t o r y  i n  t h e  M O P  ( i v T L  =  0 ) :  
- - "  
\  \  V
M L l  
. «  I  
I \ - ,  L -L  I  
I l ' l L l /  
) - \ "  
L L u : ; r ' V o 1 u m e  o f  
I n f l u e n c e , '  r
M  
=  0 . 1 7 5  
I -
r E  
i n t o  t h e  l u n a r  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e  ( r  E l l '  V  E l l  
a r e  t r a n s f o r m e d  t o  a  s e l e n o c e n t r i c  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  x
M  
Y M  z M '  L e .  t o  ( r M D . '  VM~ ) f o r  t h e  
t r a j e c t o r y  c o m p u t a t i o n  a r o u n d  t h e  m o o n .  T h e  
x
M  
Y M  z M  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h :  
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T h e  z M - a x i s  i s  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  V  x  r  
M L  M L  
o r  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  t r a j e c t o r y  p l a n e  a r o u n d  
t h e  m o o n .  T h e  Y M  a x i s  d e f i n e s  t h e  i n t e r s e c t i o n  
b e t w e e n  t h e  t r a j e c t o r y  o r  x
M  
Y M  - p l a n e  a n d  M O P  
( o r  t h e  x
E  
Y E  - p l a n e ) ,  w i t h  t h e  x
M  
a x i s  c o m p l e t i n g  
t h e  r i g h t - h a n d e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  T h e  i n -
c l i n a t i o n  i m  o f  t h e  t r a j e c t o r y  t o  t h e  m o o n ' s  
o r b i t a l  p l a n e  i n s i d e  (t h i - - vo~Uret Of i n f l u e n c e  i s  
g i v e n  b y  i  =  c o s  - 1  M  E  K n o w i n g  t h e  
m  z M  z E  
d i r e c t i o n  o f  t h e  e a r t h  - m o o n  l i n e  E i V f L  a t  t h e  
t i m e  o f  e n t r y  i n t o  t h e  v o l u m e ,  t h e  t i m e  t o  r e a c h  
p e r i c y n t h i o n  a n d  t h e  m o o n ' s  r o t a t i o n a l  r a t e  a b o u t  
t h e  e a r t h ,  w
f f i U  
'  t h e  o r i e n t a t i o n  e M  o f  t h e  l u n a r  
t r a j e c t o r y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e a r t h  - m o o n  l i n e  
E M L  a t  p e r i c y n t h i o n  c a n  b e  f o u n d .  
U p o n  l e a v i n g  t h e  l u n a r  v o l u m e  o f  i n f l u e n c e ,  
t h e  v e h i c l e  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  a r e  a g a i n  t r a n s -
f o r m e d  t o  t h e  x
E  
Y E  z E  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  
t h e  t r a n s  e a r t h  t r a j e c t o r y  i s  t h e n  c o m p u t e d .  
T h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  a c q u a i n t s  t h e  r e a d e r  
w i t h  t h e  t e c h n i q u e .  I n  o r d e r  t o  u n d e r s t a n d  
e x a c t l y  w h a t  t h e  V o i c e  p r o g r a m  c a n  d o ,  o n e  
m u s t  l o o k  a t  t h e  i n p u t s  a n d  o u t p u t s .  T h e  f o l l o w i n g  
t r a j e c t o r y  v a r i a b l e s  a r e  s p e c i f i e d  i n  t h e  i n p u t  f o r  
c i r c u m l u n a r  m i s s i o n  t r a j e c t o r i e s :  
( 1 )  E a r t h  l a u n c h  b a s e  p o s i t i o n  ( g e o c e n t r i c  
l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e ) .  
( 2 )  I n j e c t i o n  a l t i t u d e  h e O  a n d  f l i g h t  p a t h  
a n g l e  Ye O  f o r  t h e  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y .  
( 3 )  P e r i c y n t h i o n  a l t i t u d e  h P L '  c l o s e s t  
a p p r o a c h  t o  m o o n .  
( 4 )  R e t U r n  v a c u u m  p e r i g e e  a l t i t u d e  h P E  
o r  t h e  c l o s e s t  a p p r o a c h  t o  t h e  e a r t h  i f  
t h e  e a r t h ' s  a t m o s p h e r e  i s  n e g l e c t e d .  
( 5 )  T r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  i n c l i n a t i o n  
i V T L  t o  t h e  M O P .  
( 6 )  T r a n s e a r t h  t r a j e c t o r y  i n c l i n a t i o n  
i V T E  t o  t h e  M O P .  
( 7 )  D e c l i n a t i o n  o f  t h e  m o o n  w h e n  t h e  s p a c e -
c r a f t  i s  a t  p e r i c y n t h i o n .  
( 8 )  R e t u r n  b a s e  g e o c e n t r i c  l a t i t u d e .  
A s  c a n  b e  s e e n ,  t h e  m a j o r  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  e n t i r e  l u n a r  t r a j e c t o r y  a r e  s p e c i f i e d .  T h e  
e s s e n c e  o f  t h e  p r o g r a m  i s  t h u s  a  m a t t e r  o f  
F e r a t i o n  w i t h i n  t h e  p r o g r a m  i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  
t h e s e  d e s i r e d  c h a r a c t e r i s t i c s  o r  t r a j e c t o r y  
v a r i a b l e s ,  t h u s  a l l o w i n g  o n e  t o  e x p l i c i t l y  s t a t e  
m i s s i o n  p a r a m e t e r s  a s  i n p u t .  
T h e  p r o g r a m  o u t p u t  c o n s i s t s  o f  o t h e r  r e -
q u i r e m e n t s  t o  f u l f i l l  t h e  m i s s i o n  a n d  a d d i t i o n a l  
p e r t i n e n t  d a t a  a s  l i s t e d  b e l o w :  
I V  - 4 1  
( 1 )  I n j e c t i o n  p o s i t i o n  - P O  a n d  g e o c e n t r i c  
l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e .  T h e  i n j e c t i o n  
p o s i t i o n  . p O  i s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  
M O P  a l o n g  t h e  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r y  
p l a n e  t o  t h e  p o i n t  o f  i n j e c t i o n .  
( 2 )  I n j e c t i o n  v e l o c i t y  V E L  0  •  
( 3 )  L u n a r  l e a d  a n g l e  ~ *  a t  i n j e c t i o n .  
( 4 )  P o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  o f  t h e  s p a c e  
v e h i c l e  a t  p e r i c y n t h i o n .  
( 5 )  I n c l i n a t i o n  i m  o f  t h e  v e h i c l e  t r a j e c t o r y  
t o  t h e  M O P  i n  t h e  l u n a r  v o l u m e  o f  
i n f l u e n c e .  
( 6 )  O r i e n t a t i o n  8
M  
o f  t h e  t r a j e c t o r y  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  E M L  a t  p e r i c y n t h i o n .  
( 7 )  P o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  a t  r e t u r n  v a c u u m  
p e r i g e e .  
( 8 )  F l i g h t  t i m e  t o  p e r i c y n t h i o n  a n d  t o  
r e t u r n  v a c u u m  p e r i g e e .  
( 9 )  L o n g i t u d e  o f  f i r s t  t w o  i n t e r s e c t i o n s  o f  
t h e  r e t u r n  t r a j e c t o r y .  
( 1 0 )  R a n g e  a n g l e  i n  p a r k i n g  o r b i t  a n d  r a n g e  
t o  r e t u r n  b a s e  l a t i t u d e  e x t e n d e d  b e y o n d  
p e r i g e e  t o  t h e  r e t u r n  b a s e  l a t i t u d e .  
A n o t h e r  p r o g r a m  e x i s t s  u s i n g  t h e  s a m e  
p r i n c i p l e s  a s  t h e  V o i c e  t e c h n i q u e  w h e r e i n  o n e -
w a y  t r a n s e a r t h  t r a j e c t o r i e s  f r o m  l u n a r  o r b i t  
c a n  b e  d e t e r m i n e d .  E n t i t l e d ,  " E j e c t i o n  f r o m  
L u n a r  O r b i t , "  t h i s  p r o g r a m  h a s  t h e  f o l l o w i n g  
i n p u t s  a n d  o u t p u t s  w h i c h  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  s k e t c h :  
I n p u t s :  
( 1 )  I n c l i n a t i o n  o f  t h e  c i r c u l a r  l u n a r  o r b i t  
t o  t h e  m o o n ' s  o r b i t a l  p l a n e  i
m
.  
T h e  p r o g r a m  i s  r e s t r i c t e d  t o  c i r c u l a r  
l u n a r  o r b i t s .  
( 2 )  O r i e n t a t i o n  o f  t h e  c i r c u l a r  l u n a r  o r b i t  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e a r t h - m o o n  l i n e  
8
M
,  
( 3 )  A l t i t u d e  o f  t h e  c i r c u l a r  l u n a r  o r b i t  
h
p L
'  
( 4 )  E j e c t i o n  p o i n t  f r o m  l u n a r  o r b i t  ~O 
( 5 )  F l i g h t  p a t h  a n g l e  a t  e j e c t i o n  Y M O  .  
( 6 )  D e s i r e d  v a c u u m  p e r i g e e  a l t i t u d e  h P E  
O u t p u t s :  
( 1 )  E j e c t i o n  v e l o c i t y  V  M L  0  •  
( 2 )  T r a n s e a r t h  i n c l i n a t i o n  l v T E  
I  
, - - - - - - - - -
( 3 )  T i m e  t o  r e t u r n  t o  v a c u u m  p e r i g e e .  
( 4 )  P o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  a t  p e r i g e e .  
W i t h  p r o p e r  i n t e r p r e t a t i o n  t h i s  p r o g r a m  i s  
a l s o  u s e d  f o r  o n e - w a y  t r a n s l u n a r  t r a j e c t o r i e s .  
A g a i n  n o t e  t h e  e a s e  b y  w h i c h  s p e c i f i c  m i s s i o n  
r e q u i r e m e n t s  c a n  b e  o b t a i n e d .  
V
K A O  
T o  
E a r t h  
2 .  C o m n a r i s o n  w i t h  I n t e g r a t e d  T r a j e c t o r i e s  
T h e  V o i c e  t e c h n i q u e ,  a l t h o u g h  a n  a p p r o x i -
m a t i o n  t o  a  c o m p l e x  p h y s i c a l  m o d e l ,  c o m p a r e s  
v e r y  f a v o r a b l y  w i t h  i n t e g r a t e d  r e s t r i c t e d  t h r e e -
b o d y  a n d  n - b o d y  t r a j e c t o r i e s .  T h e  f o l l o w i n g  
t a b l e  i l l u s t r a t e s  t h i s  p o i n t  b y  c o m p a r i n g  t w o  
t y p i c a l  i n t e g r a t e d  t r a j e c t o r i e s  ( o n e  r e s t r i c t e d  
3 - b o d y  a n d  o n e  n - b o d y )  w i t h  t h e i r  r e s p e c t i v e  V o i c e  
t r a j e c t o r i e s .  T h e  i n t e g r a t e d  t r a j e c t o r i e s  w e r e  
o b t a i n e d  b y  a n  i t e r a t i v e  s c h e m e  u t i l i z i n g  t h e  
V o i c e  p r o g r a m .  T h e  t a b l e ,  w h i c h  i s  s e l f - e x -
p l a n a t o r y ,  s h o w s  t h a t  t h e r e  i s  g o o d  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  
V o i c e  t e c h n i q u e  a n d  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  
t h e  a c t u a l  i n t e g r a t e d  t r a j e c t o r y .  A l l  m i s s i o n  
c o n s t r a i n t s  a r e  c l o s e l y  m a t c h e d ,  t h e r e b y  p r o v i n g  
t r e n d s  e s t a b l i s h e d  b y  V o i c e .  
T h u s  t h e  V o i c e  t e c h n i q u e  c a n  b e  u s e d  w i t h  
r e a s o n a b l e  a c c u r a c y  t o  p e r f o r m  p a r a m e t r i c  s t u d i e s  
o f  l u n a r  t r a j e c t o r y  c h a r a c t e r i s t i c s .  I n  a d d i t i o n  
t h e  t e c h n i q u e  c a n  b e  u s e d  f o r  o b t a i n i n g  a c t u a l  
n  - b o d y  i n t e g r a t e d  t r a j e c t o r i e s .  
F u r t h e r  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n  V o i c e  t r a -
j e c t o r y  c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  t h o s e  u s i n g  t h e  
r e s t r i c t e d  3  - b o d y  a n d  n  - b o d y  f o r c e  m o d e l s  f o r  
v a r i o u s  t y p e s  o f  l u n a r  t r a j e c t o r i e s  a r e  g i v e n  i n  
C h a p t e r s  V I  a n d  I X .  
C o m p a r i s o n  o f  V o i c e  T r a j e c t o r i e s  w i t h  I n t e g r a t e d  T r a j e c t o r i e s  
R e s t r i c t e d  3 - B o d y  F o r c e  M o d e l  
n - B o d y  F o r c e  M o d e l  
I n j e c t  N o r t h - - D i r e c t  C o m p a r i s o n  
C o m p a r i s o n  
I t e m  V o i c e  I n t e g r a t e d  V o i c e  I n t e g r a t e d  
A l t i t u d e  ( h
e O
)  k m  
2 3 1 .  6 4 8  
2 3 1 .  6 4 8  
1 8 2 . 8 8  
1 8 2 . 8 8  
V e l o c i t y  ( V  E 6 0 )  
m / s e c  
1 0 9 0 5 . 5 4 5  
1 0 9 0 3 . 9 5 1  1 0 9 6 2 . 3 2  1 0 9 6 3 . 7 8 6  
I n j e c t i o n  i n t o  
F l i g h t  p a t h  a n g l e  ( Y e O )  
d e g  3 . 0  3 . 0  2 . 6 6 8 2  
2 . 6 6 8 2  
t r a n s l u n a r  o r b i t  
I n c l i n a t i o n  t o  M O P  ( i y T  L )  
d e g  
3 0 .  3 0 .  
2 9 . 2 4 9 5 *  
2 9 . 3 8 2 2 *  
I n j e c t i o n  p o s i t i o n  ( ~O ) d e g  
1 2 . 2 5 9  1 1 .  9 4  1 3 . 5 0 2 1 2 5  
1 3 . 1 9 8 6 7 8  
L u n a r  l e a d  a n g l e  ( 0  * )  
d e g  4 4 . 0 5 9 6  4 5 . 0 2 5 8  3 7 . 3 3 1 4  
3 8 . 0 2 9 4 5  
A t  m o o n  P e r i  c y n t h  i o n  a l t i t u d e  ( h
p L
)  
k m  
1 8 5 2 .  
1 8 5 1 .  4 4  1 8 5 . 0 1 5  
1 8 6 . 8 6 7  
V a c u u m  p e r i g e e  a l t i t u d e  { h
p E
>  k m  4 5 . 7 2  
4 6 . 0 8 6  3 6 . 8 1  3 7 . 5  
T o t a l  n i g h t  t i m e  ( t )  
h r  
1 5 4 . 3 1  1 5 4 . 3  1 4 7 . 7 3 6  1 4 7 . 0 7 8  
A t  e a r t h  
I n c l i n a t i o n  t o  M O P  ( i y T E )  
d e g  
7 . 9 2  6 . 9 8  3 5 . 2 0 8 *  3 5 . 3 8 7 *  
D i r e c t i o n  a n d  m o d e  o f  r e t u r n  
D i r e c t  f r o m  s o u t h  D i r e c t  f r o m  s o u t h  D i r e c t  f r o m  s o u t h  D i r e c t  f r o m  s o u t h  
* i V T L  a n d  i v T E  a r e  r e l a t i v e  t o  e a r t h  e q u a t o r i a l  p l a n e ,  i .  e  . •  t h e y  a r e  a c t u a l l y  
- - -
i V E  a n d  L y T E Q '  r e s p e c t i v e l y .  
- - - - -
D .  A D D I T I O N A L  C L A S S  O F  
C I R C U M L U N A R  O R B I T S  
-
A  n e w  c l a s s  o f  c i r c u m l u n a r  o r b i t s ,  i .  e . ,  p e r i -
o d i c  c i r c u m l u n a r  t r a j e c t o r i e s ,  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  
a n d  a n  o u t l i n e  o f  t h e  p r o o f  o f  e x i s t e n c e  f o r  t h e s e  
o r b i t s  h a d  b e e n  g i v e n  b y  A r e n s t o r f  ( R e f .  2 7 )  j u s t  
a s  t h e  L u n a r  F l i g h t  M a n u a l  w e n t  t o  p r e s s .  T h e s e  
o r b i t s  w e r e  o b t a i n e d  f o r  t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  
p r o b l e m ,  a n d  t h e y  e x i s t  f o r  s m a l l  m a s s  r a t i o s  o f  
t h e  t w o  p r i m a r y  b o d i e s .  T h e  c i r c u m l u n a r  o r b i t s  
e x i s t  n e a r  K e p l e r i a n ,  o r  r e s t r i c t e d  t w o - b o d y ,  
e l l i p s e s  w h i c h  r e p r e s e n t  a  z e r o  m a s s  r a t i o  b e -
t w e e n  t h e  t w o  p r i m a r y  b o d i e s  o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  
I V - 4 2  
- - - - - -
o n l y  o n e  p r i m a r y  b o d y .  T w o  t y p i c a l  c i r c u m l u n a r  
o r b i t s  a s  c a l c u l a t e d  b y  A r e n s t o r f  h a v e  b e e n  p l o t -
t e d  b e l o w  f o r  t h e  e a r t h - m o o n - s p a c e  v e h i c l e  s y s -
t e m  i n  r o t a t i n g  x R Y R  c o o r d i n a t e s :  
B y  a  j u d i c i o u s  c h o i c e  o f  t r a j e c t o r y  p a r a m e t e r s  
t h e s e  o r b i t s  c a n  b e  m a d e  t o  p a s s  a r b i t r a r i l y  c l o s e  
t o  t h e  e a r t h  a n d  m o o n ,  a n d  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  
f r o m  f o r c e s  a r i s i n g  o u t s i d e  o f  t h e  f r a m e w o r k  o f  
t h e  r e s t r i c t e d  t h r e e - b o d y  p r o b l e m  c a n  b e  c o u n t e r -
a c t e d  b y  t h r u s t .  R e f e r e n c e  2 7  s u g g e s t s  t h e  u s e  
o f  c i r c u m l u n a r  o r b i t s  f o r  s h u t t l i n g  p a s s e n g e r s  a n d  
m a t e r i a l s  f r o m  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  e a r t h  t o  t h e  v i -
c i n i t y  o f  t h e  m o o n .  
- I  
,  
1  
1 .  
2 .  
3 .  
4 .  
5 .  
6 .  
7 .  
B .  
9 .  
1 0 .  
1 1 .  
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
E .  R E F E R E N C E S  
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